Inferéncia para a Distribuicao Normal

Multivariada: parte 2
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Suposicoes e dados

m Novamente, seja X = (X1, ..., Xp)" ~ Np(pt, %), em que

0'1 J12 0'1p
, 012 O'% 02p
= (s pip) € 5 = | ,
O1p O2p ... 012)
m Considere uma amostra aleatéria (a.a.) de tamanho n do vetor X,
ou seja, Xi,..., X, i Np(p, %)
X11 X12 le
) X21 X22 X2p
m Matriz de dados: X(,xp) = ] .
Xoi X2 . Xup
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Distribuicdo t de Student n3o-central (

1 g Z+,U, ~ ~ 2
m Defina T = N emque Z1V, Z~ N(0,1) e V X()-
Dizemos que T tem distrbuicdo t de student n3o central, com v

graus de liberdade e parametro de ndo centralidade p.

m Uma forma de se apresentar a densidade é:

) 2 L\ w12
T
277 /mul (v/2) v+t v+t
e 1 ut 2
X Vexp{ —= |y — d
/0 y p{ 2<y fﬂ/) } y

m Se u =0, temos a distribuigdo t de Student central, ou seja
T ~ t(y).
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https://www.amazon.com/Continuous-Univariate-Distributions-Probability-Statistics/dp/0471584940/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Continuous+Univariate+Distributions%2C&qid=1629678593&sr=8-1

Distribuicdo qui-quadrado n3o central (

m Sejam Xy, Xa, ..., X, % N(pui, 02).

2
m Defina Y =37, < ) Dizemos entdo que Y tem distribui¢do
qui-quadrado n3o central com n 2graus de liberdade e parametro de
no-centralidade § = >"7_; (%)
m Notacdo Y ~ an 5 cuja fdp ¢ dada por
p-3

i=0

an+2/‘ (Y)]I(O,OO)(Y)a

em que W, o ~ X%,,+2;)

m Sed =0 entdo Y ~ x¢,.
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https://www.amazon.com/Continuous-Univariate-Distributions-Probability-Statistics/dp/0471584940/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Continuous+Univariate+Distributions%2C&qid=1629678593&sr=8-1

Distribuicdo F ndo central (

m Seja V uma outra v.a., independente de Y, V ~ X%m)'

m Defina F = \\////,'; Entdo, F tem distribuicdo F n3o central com graus

de liberdade, n e m e parametro de n3o centralidade §.

m Notagdo F ~ X%n m,8)’ cuja fdp é dada por

fn/2—1+i

W) = Y g o) < 1g.(F)

2~ B(m/2,nf2+ it (1 + F)irem)/2

em que 3(a, b) = fol x27H(1 — x)P~tdx
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https://www.amazon.com/Continuous-Univariate-Distributions-Probability-Statistics/dp/0471584940/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Continuous+Univariate+Distributions%2C&qid=1629678593&sr=8-1

No programa R

m As distribui¢des t de Student, qui-quadrado e F n3o centrais estdo
disponiveis no R, através das fun¢des (conhecidas):
m t de Student: *t.
m Qui-quadrado: *chisq.
m F: ¥

em que * =d,p,q,r.
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http://127.0.0.1:27670/library/stats/html/TDist.html
http://127.0.0.1:27670/library/stats/html/Chisquare.html
http://127.0.0.1:27670/library/stats/html/Fdist.html

Principais teoremas de formas quadraticas normais

m Seja Y ~ N,(0,/) e A uma matriz simétrica. Entdo

’ 2
Y AY ~ Xjay:

se, e somente se A for idempotente.

m Seja Y ~ N,(0,X) e A uma matriz simétrica. Entdo

2 2
Y AY ~ Xjiay

se, e somente se AY for idempotente.
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Cont.

m Seja Y ~ N,(p,I) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
YAY ~ Xir(a),6=pap):

se, e somente se A for idempotente.

m Seja Y ~ N,(p,X) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y AY ~ X{r(a),6= Au]>

se, e somente se AX for idempotente.

m Naturalmente, se § = u’ A = 0, as distribuicBes passam a ser

qui-quadrados centrais.
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Referéncias sobre distribuicoes de forma quadraticas

m Notas de aula.

m Rencher and Schaalje (2008), Linear models in Statistics, second
edition.

m Searle and Gruber (2016), Linear Models, second edition.
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https://www.diva-portal.org/smash/get/diva2:220119/FULLTEXT01.pdf
http://www.utstat.toronto.edu/~brunner/books/LinearModelsInStatistics
http://www.utstat.toronto.edu/~brunner/books/LinearModelsInStatistics
https://www.amazon.com/Linear-Models-Wiley-Probability-Statistics/dp/1118952839/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=linear+models+searle&qid=1629725390&sr=8-1

Testes de Hipdtese para o vetor de médias ()

m Desejamos testar as hipéteses Hy : po = po vs Hy : 0 # po , com X

conhecida e desconhecida, em que po = (101, ..., ftop)” € RP.

m Como visto anteriormente, sob Hp,

Q= n(y_ /'1’0)/271 (i_ IJ'O) ~ X(2p) e F= (n”__lli;pT ~ F(p,n—p)x

em que T = n(X — o) (82) ™" (X — po).

m Sob Hi, entretanto, usando resultados apresentados anteriormente,
temos que Q ~ X%p,é),e F ~ F(n,n— p,d) em que
= n(p — po) S (1 — o).

m Em suma: Se X for conhecida, usa-se a estatistica @, caso

contrario, usa-se a Estatistica F.
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Testes de Hipdtese para o vetor de médias (u) (Cont.)

m Resumo sobre a estatistica Q:
m Nivel descritivo: p = P(Q > qeaic|tt = o), sob Ho, Q@ ~ X%p), em
que geale = N(X — o) 7 (X — o).
m Fungdo poder: ¢ =1— 3 = P(Q > gc|p # po, ), sob
Hi, Q ~ Xfpyé), em que gc é o valor critico para um dado « (nivel de
significancia).
m Poder do teste estimado: 5: 1/:/ﬁ = P(é > qe|p # po, ), em

que 6 ~ X?P,gyg: n(7 - MO)IE_I(? - MO)
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Testes de Hipdtese para o vetor de médias (u) (Cont.)

m Resumo sobre a estatistica F:
m Nivel descritivo: p = P(F > foc|pt = po), sob Ho, F ~ F, n—py, em

-1,
5 N(X = po)' (87) 7 (X — po)-
m Fun¢do poder: ¢ =1 — 8= P(F > fc|u # po, ), sob

que fcalc -

Hi, F ~ Fp.n—p,s5), em que fe é o valor critico para um dado o (nivel
de significancia).
m Poder do teste estimado: %: 1/:/5 = P(F > fo|p # po, @), em que
_ -1,
F~ F(p,n p3) 5 = n(X — o)’ (52) (X — po)-
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Exemplo 2: Distancia do centro da glandula pituitaria para

a fissura pterigomaxilar (Potthoff and Roy (1964))

m Este conjunto de dados corresponde aos famosos dados de
Potthoff-Roy, usado para demonstrar a utilizagdo da MANOVA em
dados de medidas repetidas (comparag&o entre grupos, embora
comparagdo entre varidveis seja possivel).

m O estudo considerou 16 meninos e 11 meninas, nos quais, nas idades

8, 10, 12 e 14 anos tiveram a distancia (mm) do centro da glandula

pituitdria para a fissura pterigomaxilar medidas.
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https://academic.oup.com/biomet/article-abstract/51/3-4/313/291852

+ 5- Borda inferior
da rbita

+ 6-Fissura
pterigomaxilar

+ 7-Maxila

+ 8-Mandibula

+ 9-Dentes
(incisivos e 12,
molares)
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Exemplo 2: cont.

m Mudancgas nas distancias pituitdria-pterigomaxilar durante o
crescimento sao importantes na terapia ortodontica.

m Os objetivos do estudo foram descrever a distdncia em funcdo da
idade e comparar esse desenvolvimento (temporal) entre sexos.

m Por enquanto, em termos de testes de hipdtese, vamos desconsiderar
0S grupos.

m Ent3o temos que:
X; = (Xin, Xiay Xz, Xia) "7 Ny, 2), 7 = 1,2, ..., 27, ou seja, X; é

a distancia no tempo j (j=1,2,3,4) do individuo i.
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Banco de dados
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idade
Individuo Sexo 8 10 12 14
1 Feminino 21,0 20,0 21,5 23,0
2 Feminino 21,0 215 240 255
11 Feminino 24,5 25,0 28,0 28,0
1 Masculino 26,0 25,0 29,0 31,0
2 Masculino 21,5 225 23,0 265
16 Masculino 22,0 215 235 25,0




Medidas resumo por sexo (S) e ano (A)

S A Média DP Var. CV(%) Min. Med. Max. Curt. CA n
F 8 21,18 2,12 4,51 10,03 16,50 21,00 2450 -0,12 -0,49 11
10 22,23 190 3,62 8,56 19,00 2250 25,00 -1,37 -0,12 11
12 23,09 236 559 10,24 19,00 23,00 28,00 -0,37 0,31 11
14 2409 244 594 10,12 1950 24,00 2800 -098 -0,22 11
M 8 2288 245 6,02 10,72 17,00 23,00 2750 0,24 -034 16
10 2381 2,14 4,56 8,97 20,50 23,50 28,00 -0,88 041 16
12 2572 265 7,03 1031 2250 2500 31,00 -059 082 16
14 27,47 209 4735 7,59 25,00 26,75 31,50 -1,07 059 16
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Perfis médios por sexo
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Medidas resumo (desconsiderando sexo)

Ano Media DP Var. CV(%) Min. Med. Max. Curt. CA n
8 22,19 243 593 1097 16,50 22,00 2750 0,22 -022 27
10 2317 216 465 931 19,00 2300 2800 -041 030 27
12 2465 282 794 1143 19,00 24,00 31,00 0,05 057 27
14 2609 277 765 10,60 19,50 26,00 3150 -0,14 -0,15 27
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Perfil médio (desconsiderando sexo)
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Grafico de dispersao multipla

20 22 2a 2z 28 20 24 28
e° s, P R ese o [T
ds . :-::. ° _.:;:" -~ :_'; - s
" et oo ee” 2 L =
8 4 p— P ®] - hd
27_ el - A % e
N X d1o 2 —i
= Q.S-. oo - eoe “-
- - s ° diz ':' - [
s Jes . St L=
R -3 - C_
e ® L] hd L] &
1. . s ]
< - .-t = . s -
T -7 o gTo et . .-_-,r. . dia
& . .. H s

Prof. Caio Azevedo




Gréficos de quantis-quantis com envelope (por variavel)

idade 8 KS (p—valor) : 0.8959 idade 10 KS (p—valor) : 0.9878
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Graficos

500

400

quantis da forma quadratica
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QQ com envelope (forma quadrética)

KS (p—valor) : < 0,0001

24e

20e

quantis da distribuicdo qui—quadrado



Continuacao da anélise

m Aplicando os dois testes nos dados (slides de 10 a 12) do Exemplo 2,

considerando pg = (22,23,25,26)’, temos os seguintes resultados:

m X conhecido: geie = 3,01(p= 0,5558), = 1/:/5 = 0,2451 (para
a=0,05).

m X desconhecido: fee = 0,67(p= 0,6220), b= 1/_:5 = 0,2053 (para
a=0,05).

m Dessa forma, em amabas as situag8es, ndo se rejeita Hp, ou seja, o

vetor de médias populacional n3o é diferente de ppo.

Prof. Caio Azevedo




Testes de hipdtese para combinagdes lineares de

m Ja vimos como testar p = o vs p # pp, com 3 conhecida e

desconhecida, em que po = (pox, -~~7N0p)/ eR.

m Suponha que queremos testar as hipdteses Hy : Ry = b vs
Hy : Ry # b, com X conhecida e desconhecida, em que b é um
vetor conhecido (¢ x 1) e R é uma matriz conhecida de dimens&o
¢ x p,c < p (esta restricdo ajuda a garantir que as linhas de R n3o

correspondam a hipdteses redundantes), de posto linha completo.

m Primeiramente, consideraremos X conhecida.
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Testes de hipdtese

para Ru

m Sabemos que X ~ N, (p, LX), logo, por resultados anteriores,

temos que Y = RX ~ N (Rp, 1 (RZR')), ou seja ,

Y ~ Ne(u*, 5°)

m Considere, agora:

Q*

m Sob Hy, ou seja,

destes slides).

Prof. Caio Azevedo

= n(Y-=b)(Z) (Y -b)
= n(RX—-b) (RER)" (RX —b)

se Ry = b, entdo Q* ~ X(zc) (resultados anteriores,



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DNM_Ana_Multi_2S_2021.pdf

Testes de hipdtese para Ry (cont.)

m Considerando X desconhecida.
= Além de termos que ¥ = RX ~ N, (Rp, X (RER’)), pode-se
provar que RS?R’ ~ W (n—1,RER’) e que Y LRS?R’.
m Considere, agora:
(n—c) ’ 2 pry—1
F* = ~—2n(Y —-b) (RS°R Y-b
(1" (Y ~ B (RS?R)™ (Y —b)
(n—c) " / 2pNn-1(pyw
~———n(RX —-b) (RS°R RX —b
Lo (RX - b)' (RS'R) ™ (RX ~ b)
m Sob Hy, ou seja, se Ry = b, entdo F* ~ F(c,,,,c) (resultados

anteriores, destes slides).
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Testes de hipdtese para Ry (cont.)

B Resumo sobre a estatistica Q*:

m Nivel descritivo: p = P(Q" > ql..|Rp = bo), sob Hp, Q" ~ Xfc), em
que gl = n(RX — by) (RER') ™" (RX — by).

m Fungdo poder: ¢ =1— 8= P(Q" > qc|Rp # bo, &), sob
Hi, Q" ~ X{..5),0 = n(Rp — bo)' (RER') ™" (Rps — by), em que qc &
o valor critico para um dado « (nivel de significancia).

m Poder do teste estimado: ¢ = 1/_:,/6 = P(@* > gc|Rp # bo, @), em
que Q* ~ X 6),5 = n(Rx — bp) T (RX — bo).
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Testes de hipdtese para Ry (cont.)

m Resumo sobre a estatistica F*:

m Nivel descritivo: p = P(F* > f%,|Rp = by), sob Ho, F* ~ Fc n_),
em que £ = Z55:n(RX — by)' (Rs’R’) " (RX — by).

m Fun¢do poder: ¢ =1— 8= P(F* > f.|Ru # bo, ), sob
Hi, F* ~ Flen-c5),0 = n(Rp — bo) (RER') ™" (Rpn — bo), em que f;
é o valor critico para um dado « (nivel de significincia).

= Poder do teste estimado: ¢ = m = P(F* > f|Rp # bo, @), em
que F* ~ F_,_ 5.0 = n(RX — bo)’ (Rs’R') ™" (RX — by).

c,n—c,6
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Teste a respeito do efeito do tempo, em anos

“consecutivos”

m Vamos testar se ha diferencas entre as médias de tempos
consecutivos, ou seja:
m (1) Ho:pn = p2 vs Hytpun # pi2; (2) Ho iz = pa vs Hi: iz # ps;
(3) Ho : 13 = pa vs Hi 1 s # pa.
m Em cada caso (1): R= [ 1 -1 0 O },b:O;R:
[0 1 -1 0 ],bZO;R:[O 01 -1 ],b:O_
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Resultados numéricos

m (1) (tempos 1 e 2):

m X conhecido: g, = 6,49(p= 0,0109), ¢ =1 — 8 =0,7214 (para

a=0,05).
m X desconhecido: f,. =6,48(p= 0,0171), b= m = 0,6887 (para
a =0,05).

m (2) (tempos 2 e 3):
® ¥ conhecido: g, = 12,16(p= 0,0005), ¢ = 1/:/6 =0,9365 (para
a =0,05).
m X desconhecido: f,. = 12,16(p= 0,0018), é= f:/ﬂ =0,9185

(para o = 0,05).
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Resultados

m (3) (tempos 3 e 4):
= 3 conhecido: gl = 17,61(p<0,0001), ¢ =1 — 3 = 0,9873 (para
a = 0,05).
m X desconhecido: f, = 17,61(p= 0,0003), $=1-p3=0,09811
(para oo = 0,05).

m Exercicio: Escrever (e testar) a hipdtese estatistica correspondente
as seguintes hipdteses relativas ao problema: Hp : ha efeito do
tempo vs H; : ndo ha efeito de tempo.

m Exercicio: Colocar dentro da estrutura vista (R = bg) o teste para
dados pareados (visto nos cursos de inferéncia).

m Exercicio: Repitir os testes feitos, para cada um dos sexos em

separado.
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