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Funções geradoras de probabilidade

Seja X uma vad (variável aleatória discreta), defina em uma espaço

de probabilidade (Ω,A,P). Então, a fgp (função geradora de proba-

bilidades) de X é uma função GX : R → R, tal que:

GX (t) = E(tX ) =
∑
x

P(X = x)tx =
∑
x

fX (x)t
X ,

se E(|tX |) ≤ ∞.

Observações:

Definida apenas para vad’s.

Como o nome sugere, é útil para gerar probabilidades de uma dada

vad X.
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Funções geradoras de probabilidade

Por generalidade, vamos considerar que o suporte de X seja o conjunto

A = {0, 1, 2, ...} e vamos denotar, por simplicidade, px = P(X =

x) = fX (x).

Com as devidas adaptações os resultados valem para uma conjunto

finito.

Note que

GX (t) =
∞∑
x=0

px t
x = p0t

0 + p1t + p2t
2 + p3t

3...
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Funções geradoras de probabilidade

Assim:

GX (0) = p0 + p1 × 0 + p2 × 02 + p3 × 03... = p0 = P(X = 0)

Por outro lado, temos que:

∂

∂t
GX (t) = G ′

X (t) =
∂

∂t

∞∑
x=0

px t
x =

∂

∂t

(
p0 + p1t + p2t

2 + p3t
3 + ...

)
= 0 + p1 + 2p2t + 3p3t

2 + ...

→ G ′
X (0) = p1 + 2p2 × 02 + 3p3 × 02 + ... = P(X = 1)
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Funções geradoras de probabilidade

Continuando:

∂2

∂t2
GX (t) = G ′′

X (t) =
∂2

∂t2

∞∑
x=0

px t
x =

∂

∂t

(
p1 + 2p2t + 3p3t

2 + ...
)

= 0 + 2p2 + 6p3t + ...

→ G ′′
X (0) = 2p2 + 6p3 × 0 + ... = 2× P(X = 2)

Mais ainda:

∂3

∂t3
GX (t) = G ′′′

X (t) =
∂3

∂t3

∞∑
x=0

px t
x =

∂

∂t
(2p2 + 6p3t + ...)

= 0 + 6p3 + ... → G ′′′
X (0) = 6p3 + ... = 6× P(X = 3) + ...
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Funções geradoras de probabilidade

Assim é posśıvel provar (exerćıcio) que:

∂k

∂tk
GX (t)

∣∣∣∣
t=0

= G
(k)
X (t)

∣∣∣
t=0

= k!P(X = k)

→ pk = P(X = k) =
1

k!
G

(k)
X (t)

∣∣∣
t=0

(1)
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Funções geradoras de probabilidade

Além disso, é posśıvel provar que o k é-simo momento fatorial de X ,

ou seja, E (X (X − 1)(X − 2)...(X − k + 1)) é tal que:

E
(

X !

(X − k)!

)
=

∂k

∂tk
GX (t)

∣∣∣∣
t=1

=
∞∑
x=0

{
k−1∏
i=0

(x − i)

}
px t

x−k

∣∣∣∣∣
t=1

=
∞∑
x=0

{
k−1∏
i=0

(x − i)

}
px = E

(
k−1∏
i=0

(X − i)

)
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FGP de soma de va’s independentes

Uma propriedade importante da função geradora de momentos é a

seguinte: Sejam X1, . . . ,Xn v.a’s independentes, e defina Sn = X1 +

. . .+ Xn. Então

GSn(t) = GX1(t) · · ·GXn(t).

Ou seja, a f.g.m. da soma de v.a’s independentes é igual ao produto

das f.g.m. de cada v.a.

Se além de independentes foram identicamente distribúıdas (ou seja

Xi
iid∼ X ), então

GSn(t) = G n
X (t).

Prof. Caio Azevedo

Função geradora de probabilidades 8



Exemplos: X ∼ binomial(n, p)

Temos que

GX (t) = E (tX ) =
n∑

k=0

tk
(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(tp)k(1− p)n−k

= (pt + 1− p)n.
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Exemplos: X ∼ geométrica(p)

Temos que

GX (t) = E (tX ) =
∞∑
n=1

tnp(1− p)n−1

=
p

1− p

∞∑
n=1

(t(1− p))n

=
pt

1− (1− p)t
.
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Exemplos: X ∼ Poisson(λ)

Temos que

GX (t) = E (tX ) =
∞∑
n=0

tn
e−λλn

n!

= e−λ
∞∑
n=0

(λt)n

n!
= e−λeλt = eλ(t−1).
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Exemplos: X ∼ logaritmica(p)

Se X ∼ logaritmica(p), p ∈ (0, 1), então:

P(X = x) = fX (x) = − 1

ln(1− p)

px

x
11{1,2,3,...}(x)

Obs: temos que
∞∑
x=1

px

x
= − ln(1 − p) (expansão em Séries de Ma-

claurin de − ln(1− p))
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Exemplos: X ∼ logaritmica(p)

Assim, temos que

GX (t) = E (tX ) =
∞∑
x=1

− tx

ln(1− p)

px

x
= − 1

ln(1− p)

∞∑
x=1

(tp)x

x

=
ln(1− pt)

ln(1− p)
, t ∈ (−1/p, 1/p)
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Observação

Note que, uma vez que conhecemo a fgp de uma dada vad X , temos

uma forma direta de encontrar sua respectiva fdp, através da Equação

(1).
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