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Fun¢des geradoras de probabilidade

m Seja X uma vad (varidvel aleatéria discreta), defina em uma espago
de probabilidade (€, .4, P). Entdo, a fgp (fungdo geradora de proba-
bilidades) de X é uma fun¢do Gx : R — R, tal que:

Gx(t) = E(tX) =D P(X =x)t" = £ ()X,

se £(|tX]) < .
m Observacdes:

m Definida apenas para vad'’s.
m Como o nome sugere, é Gtil para gerar probabilidades de uma dada

vad X.
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Fun¢des geradoras de probabilidade

m Por generalidade, vamos considerar que o suporte de X seja o conjunto
A = {0,1,2,...} e vamos denotar, por simplicidade, p, = P(X =
x) = fx(x).

m Com as devidas adaptagbes os resultados valem para uma conjunto
finito.

m Note que

oo
Gx(t) =D put” = pot° + prt + pat” + pat’..
x=0
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Fun¢des geradoras de probabilidade

m Assim:

Gx(0) = po+ p1 x 0+ pp x 0% + p3 x 0°... = pg = P(X = 0)

m Por outro lado, temos que:

8 _ / _g - x_g 2 3
5 ox(t) = Gx(t)= 3t§pxt = 5; (Pt Pt +pat 4 pst® + ..

= 0+ p1+2pot+3pst’ + ...
— GL(0)=p14+2p x 0> +3p3 x 0% +...= P(X =1)
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Fun¢des geradoras de probabilidade

m Continuando:
atQGx(f) = tQZth = p1+2pzt+3p3t +..)
= O+2p2+6p3t—|—...

- GH(0)=2p,+6p3s x0+...=2x P(X =2)

m Mais ainda:

3

8t3GX(t) = GY( Zth —*(2P2+6P3t+ y

8t3
= O—|—6p3+...—> GY'(0) =6p3+...=6 x P(X =3) + ...
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Fun¢des geradoras de probabilidade

m Assim é possivel provar (exercicio) que:

8k
e (t) - cW(1) KIP(X = k)
- p=P(X=k)= %G(k)()HJ (1)
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Fun¢des geradoras de probabilidade

m Além disso, é possivel provar que o k é-simo momento fatorial de X,

ou seja, £ (X(X —1)(X —2)...(X — k+ 1)) é tal que:

X1 8" o) k—1 .
€ <(X—k)') B WGX(” t=1 N XZ:% {;I_E(X_ I)} P t=1
oo (k-1 k—1
= Z{H(X’)}px_€<H(XI)>
x=0 \ i=0 i=0
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FGP de soma de va's independentes

m Uma propriedade importante da funcdo geradora de momentos é a
seguinte: Sejam Xi,..., X, v.a's independentes, e defina S, = X; +

...+ X,. Ent3o
Gs,(t) = Gx,(t) -+ Gx,(2).

m Ou seja, a f.g.m. da soma de v.a’s independentes é igual ao produto

das f.g.m. de cada v.a.

m Se além de independentes foram identicamente distribuidas (ou seja
X; % X), entdo
Gs,(t) = Gx(1).
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Exemplos: X ~ binomial(n, p)

m Temos que

= > (])wra-or




Exemplos: X ~ geométrica(p)

m Temos que
Gx(t) = E(t)=> t"p(1—p)"*
n=1

= Lp n:1(t(1 —p))"
pt
1—(1-p)t
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Exemplos: X ~ Poisson(\)

m Temos que

e\
Gx(t) = E(X)=>t"
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Exemplos: X ~ logaritmica(p)

m Se X ~ logaritmica(p), p € (0,1), ent3o:

1 p*

P(X =x) = fx(x) = = p) x

Tg123,..3(x)

X x
m Obs: temos que E P —In(1 — p) (expansdo em Séries de Ma-
X
x=1

claurin de —In(1 — p))
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Exemplos: X ~ logaritmica(p)

m Assim, temos que

- X_oo_ tx &X__ 1 Oo(tp)x
Gx(t) = E(t )—; In(1—p) x In(l—P); X
In(1 — pt)
= WA= te (=1/p,1/p)




Observacao

m Note que, uma vez que conhecemo a fgp de uma dada vad X, temos

uma forma direta de encontrar sua respectiva fdp, através da Equacao

(1).
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