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Fungoes geradoras de momentos

m Seja X uma v.a. qualquer (discreta ou continua). Assim (como visto
aqui e aqui) seu n-ésimo momento (centrado em 0 se existir é dado

por

Zx"f(x); se X é discreta
exn) =4
/ x"f(x)dx; se X é continua

— 0o

Prof. Caio Azevedo
2


https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Discretas_P2_Prob_I_1S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Continuas_P1_Prob_I_1S_2024.pdf

Fungoes geradoras de momentos

m A fungdo geradora de momentos (fgm) de uma v.a. X é uma fun¢do

¢X:R4)R+

Zetxfx(x); se X é discreta,
ox(t) = E(e™) =4 x
/ e™fx(x)dx; se X é continua.
m Lembre que, se £(g(X)) 3, entdo é possivel utilizar a fdp de X para

calcular tal esperanca.
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Caracteristicas

¢x é chamada de fgm pois, a partir dela, é possivel obter (todos) os
momentos de X (quando estes existem).

m Nem sempre a fgm de uma va existe.

m Nem sempre a fgm terd uma forma (til (expressdo fechada).

s

m E necessdrio apenas que a fgm existam Vt € (—a,a), para algum

a > 0, tdo pequeno quanto necessario.
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Obtencao dos momentos a partir da fgm

m Por exemplo,

portanto ¢4 (0) = E(X).

m Similarmente,

1) = Skl = E| Sxex| = e,

logo ¢’%(0) = E(X?).




Obtencao dos momentos a partir da fgm

m Em geral, a n-ésima derivada de ¢x(t) avaliada em t = 0 é igual a

E(X"), pois

(m _ d"

() = S ox(r) = E(x"e¥),

m Logo qﬁg?)(O) =E(X™), n>1.

m Dem: exercicio (indugdo finita).
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Varidveis aleatdrias independentes

m Sejam Xi, X, ..., X, va's quaisquer (discretas, continuas, algumas dis-
cretas, outras continuas). Assim, dizemos que elas sdo conjuntamente

independentes se, e somente se:

fx(x) = H i (xi)La; ().

em que X = (X1,...,X,) e x = (x1, ..., xs)".

m Neste caso, vale a independéncia para qualquer subconjuntos de X.
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FGM de soma de va's independentes

m Uma propriedade importante da funcdo geradora de momentos é a
seguinte: Sejam Xi,..., X, v.a's independentes, e defina S, = X; +

...+ X,. Ent3o
¢s,(t) = dx,(t) - dx, ().

m Ou seja, a f.g.m. da soma de v.a’s independentes é igual ao produto

das f.g.m. de cada v.a.

m Se além de independentes foram identicamente distribuidas (ou seja
jid ~
X; X), entdo

¢s,(t) = dx(t).
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Fungdes geradoras de momentos de distribuicoes especiais

m Se duas varidveis aleatédrias, digamos X e Y, tiverem a mesma fgm,
entdo elas tem a mesma distribuic3o.

s E possivel encontrar a fdp (discreta ou continua) a partir de uma dada

fgm. Contudo, isto estd além do escopo deste curso.

m Vamos calcular a fgm (e, através dela, alguns dos momentos) para
alguns dos modelos discretos e continuos especiais, vistos anterior-

mente.
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Distribuicao binomial

m Exemplo: Seja X ~ binomial(n, p), temos que (pelo binémio de New-

ton)

ox(t)
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Distribuicao binomial

m Derivando ¢x(t) com relagdo a t, segue que

¢x(t) = n(pe* +1 - p)" ' pe'.

m Portanto,

E(X) = ¢x(0) = np.
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Distribuicao binomial

m Agora, derivando ¢/ (t), podemos obter o segundo momento de X,

ou seja
¢x(t) = n(n —1)(pe* +1 — p)"~?(pe)* + n(pe’ + 1 — p)" ' pe’,

entdo E(X?) = ¢%(0) = n(n — 1)p® + np.
m Portanto

V(X) = E(X?) - E(X)* = np(1 — p)

m Exercicio: calcule a fgm de X ~ Bernoulli(p) e, através dela, obtenha

a fgm da binomial(n, p).
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Distribuicao geométrica

m Seja X ~ geométrica(p) (ndmero de tentativas até obter o primeiro

sucesso). Entdo, temos que

éx(t) = D ep(1—p)"
n=1

p t n
= fp;(e (1-p))

pe'
= — < —log(l—
- (I—pet’ T c&(l = p)

Prof. Caio Azevedo




Distribuicao geométrica

m Derivando uma primeira e uma segunda vez, obtemos, respectiva-

mente:
/ _ pet . 1 — _pet [(P B l)et B 1]
KXo ne s T T o pe s
m Portanto E(X) = ¢4(0) = %; E(X?) = ¢%(0) = 2;72[3; V(X) =
1-p

p2
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Distribuicao de Poisson

m Seja X ~ Poisson(A), temos que

e —Ay\n
d)X(t) _ Zet”e A

nl
n=0

%)
)\et n t t
e—)\§ ( ) — e—)\e)\e — e/\(e —1)-
n!
n=0
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Distribuicao de Poisson

m Seja X ~ Poisson(\), temos que

m Derivando uma primeira e uma segunda vez, obtemos, respectiva-

mente:
P(t) = Ae'eM),

3/((1.) _ ()\et)2e)\(et71) + /\ete)\(etfl).

m Portanto E(X) = ¢4(0) = X; E(X?) = ¢%(0) = N2 + \; V(X) = A\
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Distribuicdo uniforme(c, 3)

m Seja X ~ uniforme[a, 5], entdo

B
ox(t) = /etx LIS

B -«

1 p tx
= 5_04/04 e™dx
etﬂ_eta
= ———  t#0
TR

m Exercicio: Calcule ¢ (t) e ¢x(t) e obtenha o primeiro momento e a

variancia de X.
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Distribuicdo exp(#)

m Seja X ~ exponencial(6), entdo
ox(t) = / e™ e~ " dx

= 9/ e (0= f>de——9 <0

m Derivando com relacdo a t, obtemos que

’ 0 ” 20
Px(t) = =0 Px(t) = =17
/ 1 2 " 2 2
m Logo, E(X) = ¢(0) = 7 E(X?) = ¢%(0) = 7 V(X) = ke

1 1

02 62
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Distribuicdo N(u, 0?)

X —
m Sejam X ~ N(u,0?) e Z ~ N(0,1), assim Z = 2= Por outro
g

lado
oz(t) = E(e)= / L ee g — of1 / L rrg,
R V2w = V2T
1
= /2
m Mas,
ox(t) = E(e%)= E(7) = e E(elt)Z) = ety (t0)

2,2 2,2
—  ptheot /2 _ etutot /2
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Distribuicdo N(u, 0?)

m Logo

Ox(t) = T (s o?),

¢;/<(t) = et“+”2tz/2(,u + o%t)? + et“+‘72t2/2(02).
m Portanto

ox(0) = E(X)=e(u)=p,

ox(0) = E(X?)=e%u?+e(0?) = p? + 0%,

V(X) = E(X?)-E*X)=p?+0°—p? =02
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Distribuicdo Qui-quadrado

m Se X ~ 2, entdo (u = 7)((1 ; 2t) cdu = zdsi(1 —22t)dx):
1
_ L a1 —x(1-2t))2
o) = [, N >

u"/2flef”du

2n/2r(n/2)(1 — 2t)n/2 /
2721 (n/2) B 1

20/2T(n/2)(1 —2t)"/2 (1 —2t)"/2
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Distribuicdo Qui-quadrado

m Por outro lado, podemos provar que se Zi,...,Z, sdo v.a's iid com
n

distribuigdo N(0,1), entdo X = Z Z? tem distribuicio qui-quadrado
i=1
com n- graus de liberdade, denotada por an).

m Definindo X; = Z?, temos que

X2

_X2/2d

ox, (1) / e
B S
/ f dx (7% = (1 26) 1)
21) 1
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Distribuicdo Qui-quadrado

m Logo, como Z; i Z, e Z ~ N(0,1), ento:

ox(t) = dz(t)" = (1 —2t)~"2,

m Além disso, temos que:

Ox(t) = n(1—2t)" D2,

Y (t) n(n+2)(1 — 2t)~("+4/2,
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Distribuicdo Qui-quadrado

m Consequentemente:

E(X) = ¢x(0) n(1—0t)~("d/2 — .

E£(X?) = ¢(0)

n(n+2)(1 —0t)~("4/2 = p(n + 2),

V(X) n?+2n—n® = 2n.
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