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Função caracteŕıstica

Seja X uma v.a. qualquer (discreta ou cont́ınua).

A função caracteŕıstica (fc) de uma v.a. X é uma função, digamos

(φX ), φX : R → C

φX (t) := E(e itX ) =


∑
x

e itx fX (x); se X é discreta,∫ ∞

−∞
e itx fX (x)dx ; se X é cont́ınua.

Lembre que, se E(g(X )) ∃, então é posśıvel utilizar a fdp de X para

calcular tal esperança.
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Caracteŕısticas/Propriedades

A fc de uma dada va X sempre existe, mesmo quando fX e/ou ϕX

não exista(m).

Prova: Sabemos que E(e itX ) < ∞ ↔ E(|e itX |) < ∞. Além disso,

temos que:

e itx = cos(tx) + isen(tx) →
∣∣∣e itx ∣∣∣ = |cos(tx) + isen(tx)|

= cos2(tx) + sen2(tx) = 1

Logo,

E(
∣∣∣e itx ∣∣∣) = E(1) = 1.
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Caracteŕısticas/Propriedades

φ(0) = 1.

|φ(t)| ≤ 1,∀t.

Se Y = a+ bX , a, b ∈ R, então φY (t) = e iatφX (bt)

Pelo teorema da unicidade, dado um espaço de probabilidade (Ω,A,P),

temos que:

Para uma dada φX temos uma única fX (fdp) e vice-versa.

Para duas variáveis aleatórias, digamos X e Y , fX = fY ↔ φX = φY
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Caracteŕısticas

Também é posśıvel obter momentos (quando estes existem) através

da função caracteŕıstica. Com efeito (exerćıcio):

∂

∂tn
φX (t)

∣∣∣∣
t=0

= φ
(n)
X (0) = inE (X n), n ≥ 1

Obs: ao ńıvel de Graduação, apesar de ser um função complexa, em

termos práticos, trata-se a obtenção da FC de uma va qualquer, como

se fosse a integral de uma função real.
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FC de soma de va’s independentes

Uma propriedade importante da função caracteŕıstica é a seguinte:

Sejam X1, . . . ,Xn v.a’s independentes, e defina Sn = X1 + . . . + Xn.

Então

φSn(t) = φX1(t) · · ·φXn(t).

Ou seja, a f.g.m. da soma de v.a’s independentes é igual ao produto

das f.g.m. de cada v.a.

Se além de independentes foram identicamente distribúıdas (ou seja

Xi
iid∼ X ), então

φSn(t) = φn
X (t).
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Observações

A FC tem esse nome por sempre existir e por determinar, unicamente,

cada va X definida em um dado espaço de probabilidade.

Devido à OBS anterior, para obter a FC de uma va, podemos calcular

a fgm (se existir) e fazer na respectiva fórmula da fgm t = it.

Exerćıcio: obter a FC de todas os modelos (discretos e cont́ınuos)

especiais, vistos anteriormente.
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