Vetores aleatdrios discretos (parte 4):

distribuicao multinomial
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Vetores aleatdrios

m Seja (Q,.A,P) um espaco de probabilidade.

m Definamos um experimento aleatdrio que consiste em repetir ensaios
independentes, digamos n vezes, em que trés eventos sdo possiveis
de serem observados: Aj, A ou algo que ndo seja em A; e nem A,.
Assuma ainda que p; = P(A;),i = 1,2, ao longo das repetigdes.

m Defina X = (Xi, X3)' de sorte que X; mede o nimero de vezes que o

evento A;, i = 1,2 fora observado.
m Exemplo, langar um dado n vezes, de sorte que Xj : niumero de vezes
em que a face 2 aparece e X, : nimero de vezes em que uma face

impar é observada.
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Vetores aleatdrios

m Considere n =5 e a seguinte configura¢do (em que As representa um

evento que n3o é nem A; e nem Aj:

A1A2A1A3A;.

m A probabilidade dessa sequéncia é p3po(1— p; — p2). Temos um total

5! . o
de AT configuragdes distintas.
m Para cada sequéncia com um ndmero fixado de eventos Ay, As e A3,
n! . . .
temos um total de [ cuja probabilidade é

xibal(n—x1 — xo)!
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Vetores aleatdrios

m Portanto, seguindo raciocinio andlogo ao feito para a distribuicoes

binomial (aqui), temos que:

|
P(X=x) = P(Xi=xi,Xo =)= T

x1ol(n — x1 — xp)!
X prtpy (1 —pr— p2)" 20,10, (x1)

X M1, n-x}(x2)
n!

= X1 X2 1 _ o n—x1—x>
X1!X2!(n — X1 — X2)!p1 [2) ( P1 Pz)

X ]]-{0,1,2,.4.,n} (X2)]1{0,1,2,...,n—><2}(Xl)
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Vetores aleatdrios

m Teorema (dem.: exercicio): Temos que:

n n—xy

X1 bX2 Cnfxlfxz
ZZX'X'H—X — X 12
a—00=0 4 > !( 1 5)!
n n—xp

n!

l leXQ n—xi— Xz_(a+b+c)
ZZX;['XQ (n—x —x2)!
X = 0X1—
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Vetores aleatdrios

m Distribuicoes marginais:

n! X x
PXi=x1) = Z P(X =x) = Z x1!X2!(n ~ xy _Xz)!Pl Py’
X2 X2
X (1=pr—p2)" 7 2 hq010,.. m(X1) 50,12, .n—x} (X2)
pitn!
= ——— 1
xl(n —x)! {0,1,2,...,n}(X1)
X f __{n=all _ Py (1—pp—p2)" 07
0X2!(I7—X1—X2)! 2 1
Xp=|

pi'(1—p1)"n!
x1(n— xq)!

n _
= ({)era - " Lasa.m()
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Vetores aleatdrios

m Assim Xj ~ binomial(n, p1).
m Analogamente (demonstrar) X, ~ binomial(n, p2).

m Distribuicoes condicionais:

P(Xl :Xl,XQ :X2)
P(X2 :Xg)

WMM P2 (1= p1—p2)" 021y, ny () g0, n—x} (X1)
xz|(n x2)lq p2 (1 - p2)n )Q]]'{O7 ,2,. 7n}(X2)

(n—x)! p\" pp \"
= 1-— 1 _ .
xil(n—x1—x)! \1-p> I-p (0= (1)

m Logo Xi|Xo = xo ~ binomial <n — X, il >
1-p
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Vetores aleatdrios

m Analogamente, (demonstrar) X;|X; = x; ~ binomial (n et P2 )
— P

m Covariancia e Correlagdo. Temos que:

E(X X)) = Z Zx1x2p(x = x)
X1 X2
nlxyxo ¥ x s —
_ 1—p — x1—x2
ZZX1!X2!(H—X1—X2)!p1 p2 ( P1 p2)
X1 X2

X

Tg0,12,..m (X)) 00,12, .n—x1} (X2)

= nlxix
o S ALX2 X1 X2 n—x1—xp
= D> D —— PPy (1= p1 = p2)
— £~ xiIxo!(n — x1 — x2)!
x1=0 xo=0
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Vetores aleatdrios

m (Cont.)(*: todos os termos com x; e x, se anulam e, além disso,

Zf:a f(k) =0, se a< b)

n—1 n—x;
E(XX) =
( ! 2) 2212:1 X1—1 2—1)(n—X1—X2)|
X1 X2
PP (L—pr—p2)" 0
n—1 n—1—x; 1
= ) >
— — 1= — |
=1 y,—0 X1 ]. (n 1 X1 y2)
x pflp§2(1 —p1 - pz)”*:‘*“*”
n—1—xp
(n—1—x)!
pz); 1—X1 (Xl—l)! };) y2!(n—1—x1—y2)!

n—l—xi—y>

X pY(1—p1—p2)
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Vetores aleatdrios

m (Cont.)
I T
X1= 1
= n—1p1pzzy—1 =2 ) H(1—py)n 2
= n(n—1)pip>.
m Logo

Cov(X,Y) = E(XiX)—EX)EX) = n(n—1)pipa — nPpip2

= n’pip> — npip> — N°p1p2 = —npip2 < 0
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Vetores aleatdrios

m Assim

—np1p2 P1p2
Corre(Xy, Xp) = —_ PPy
( ) ny/p1p2(1 — p1)(1 — p2) (1=p)(1—p2)

m Uma outra forma de calcular £(X1.Xy) é através de:

E(XiXp) = E(E(XiXalX2)) = E(XE(X1]X2))
p1 pP1
= e e (-] [nE(Xe) — £(3)]

B 1—p
= 7 i [Pz — np2(1 — p2) — n*p3)
— P2
p
= 3 71p2 [n*p2(1 = p2) — npa(1 — p2)] = n(n — 1)p1po.
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Distribuicao Multinomial

m Dizemos que um vetor aleatério:

K
Y = (Y4, ..., Yv) ~ multinomialg(n, p*), p* = (p1, ..., p)’, Zp,- =
i=1

k
Lpi €(0,1),Vi, Y yi=n,y €{0,1,..,n}, ou

i=1

k—1
Y = (Yi,..., Y1)’ ~ multinomial(n, p), p = (p1, .-, px—1)’, ZPI <
i=1
k—1

Lpi€(0,1),Vi, Y yi<n, yi€{0,1,..,n},Vi.

i=1

k—1
m Se sua fdp (em que A é o suporte da distribuicdo, px = 1—2 Pi, Vi =
i—1
k—1 '
n— Zy,-) é dada por (préxima pagina)
i=1
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Distribuicao Multinomial

m (Cont.)

P(Y =y) H o (Hp”) La(y

H i <H p; ) L1, (V1) Lg0,1,... 0=y (v2) X
=171

XLgoq nyrzy (Vk-1)

m Existem outras formas (inclusive em rela¢do as fun¢des indicadoras)

de apresentar a fdp da multinomial.
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Distribuicao Multinomial

m Resultados
m Y; ~ binomial(n, p;).

m Yj|Y; = y; ~ binomial (nf)/j,lf—"’)_),i#j.
J

= Cov(Y;,Y)) = —n(n—1)pip;.
m Corre(Y:, Yj) = — #ﬁ'ﬂw.

SR (i) ()
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Distribuicao Multinomial

m Fung3o geradora de momentos (t = (t1, .., tk—1)’):

My(t) = E(e'Y)=¢ (eE,-Sl tfyi)

n n—y ”_,1)’:

n!
Z:O);:O }/kzl:o Hf( 11}/: ( Zf( 11}/:)

([ )t = (500 0)

X
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Distribuicao Multinomial

0? . ) . .
" oot My (t) = n(n — 1)pie" [pie" + pje" + 1 — pi — pj] pje®
82
= E(YiY)) = My (t)

a 8ti8tj t:ﬂl
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