A Distribuicao Normal Multivariada
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Dependéncia e Correlagao

m Dependéncia: Em geral, esta relacionada com o comportamento de
elementos dentro de uma mesma populagdo/grupo/fendmeno etc.

H4 vérios tipos (aleatdria, vetorial etc).

m Correlacdo: Estd relacionada a tipos especificos de dependéncia
(uma forma de quantificar). Em geral (mas ndo somente) estd

relacionada com algum tipo de relacdo (pe, linear) entre elementos.

m Assim, modelar dependéncia é uma abordagem (muito) mais ampla

do que modelar correlag3o.

m Existéncia de dependéncia e/ou correlagdo =¥ causalidade.

Prof. Caio Azevedo
2


https://www.amazon.com/Multivariate-Dependencies-Interpretation-Monographs-Probability-ebook/dp/B07CSSSHCH/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Multivariate+Dependencies%3A+Models%2C+Analysis+and+Interpretation&qid=1600632664&sr=8-1
https://www.amazon.com/Correlation-Statistical-Associates-Blue-Book-ebook/dp/B007VCSG6K
https://www.amazon.com/Causality-Reasoning-Inference-Judea-Pearl/dp/052189560X/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=causality&qid=1600632698&sr=8-1

Dependéncia

m Dentro do mundo probabilistico:

m Tem relagdo com a ocorréncia de dois ou mais eventos aleatdrios.

m Auséncia de dependéncia — correlagdo (de uma forma geral) nula.

m Correlagdo nula ¥ auséncia de dependéncia (veja exemplos em Livro
do Barry James)

m Correlagdo nula — auséncia de dependéncia, somente sob

normalidade multivariada (veja Lista de Exercicios I).
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https://www.amazon.com.br/Probabilidade-Um-Curso-N%C3%ADvel-Intermedi%C3%A1rio/dp/852440101X
https://www.amazon.com.br/Probabilidade-Um-Curso-N%C3%ADvel-Intermedi%C3%A1rio/dp/852440101X

Dependéncia e Correlagdo (cont.)

m Formas de modelar dependéncia probabilistica:
m Distribui¢cdes multivariadas.
m Distribui¢des condicionais (univariadas e multivariadas).
m Cépulas.

m Modelos Mistos/Hierdrquicos.

Equacdes (Fungdes) de Estimag¢do Generalizadas.
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https://www.amazon.com/Multivariate-Dependencies-Interpretation-Monographs-Probability-ebook/dp/B07CSSSHCH/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Multivariate+Dependencies%3A+Models%2C+Analysis+and+Interpretation&qid=1600632664&sr=8-1
https://www.amazon.com/Conditional-Specification-Statistical-Springer-Statistics-ebook/dp/B000W10WHI/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=conditional+model+specification&qid=1600633034&sr=8-2
https://www.amazon.com/Introduction-Copulas-Springer-Statistics/dp/0387286594/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=copula+theory&qid=1600633075&sr=8-2
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ADL_POS_2S_2018.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ADH_POS_2S_2020.htm
http://www.insper.edu.br/docentes/rinaldo-artes/wp-content/uploads/sites/14/2014/06/Funcest.pdf

Correlacao

m De uma forma geral:
m Correlagdo de Pearson (varidveis continuas, discretas com suporte
nos 7).
m Correlagdes ndo paramétricas (Kendall, Spearman etc) (qualquer tipo
de varidvel).
m Correlagdo tetracérica (varidveis bindrias).
m Correlagdo policérica (varidveis politdmicas).

m Correlagdo intraclasse (amostragem, dados hierdrquicos).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_9.1_ME323C_1S_2018.pdf
https://www.amazon.com/Correlation-Parametric-Nonparametric-Quantitative-Applications/dp/0761922288/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=nonparametric+correlations&qid=1600634915&sr=8-2
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Modelos%20multidimensionais%20TRI%202S%202017.pdf
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/BF02296207.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_ADH_2S_2020.pdf

Introducao

m Como usual, denotaremos por uma letra maidscula, e.g. Y, uma
varidvel aleatéria (va) e por uma letra mindscula, y, um valor
observado (realizagdo de um experimento aleatério) desta va.

m Um vetor aleatério (vea) Y = (Y4,..., Yy) é uma cole¢do (arranjo)
de varidveis aleatodrias.

m As va's que compdem um vea podem apresentar alguma estrutura
de dependéncia (correlagdo) e/ou serem de diferentes tipos

(discretas, continuas ou mistas).
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m Func3o densidade de probabilidade ou funcdo de probabilidade:

fr(y)
m Fungdo de distribuicdo acumulada Fy(y) = P(Y1 < y1,..., Yp < ¥p)-
&) 11
E(Y2 2
m Vetor de médias: p =£&(Y) = ( ) =1
5(Yp) Hp
m Matriz de covaridncias: ¥ = Cov(Y) =E[(Y —u)(Y — )] =
O'% g12 O1p
J12 O'% 02p
E(YY') —pp' = ,
O1p 02p 0’,%
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m Fungdo geradora de momentos:

My(t)= [ < . (f (f et'yfy(y)dyl) dyz) ) dyp
m Func¢do caracteristica:

dy(t)=[ ( . (f (f e"t,yfy(y)dy1> dy2> ) dyp

m Sejam A e B matrizes n3o aleatdrias, entdo

E(AY) = AE(Y).
Cov(AY) = ACov(Y)A'.
Cov(AY, BX) = £ [(AY — Apy)(BX — Bux)'] = ACov(Y, X)B,

em que py = E(Y) e ux = E(X).
Se Y = AX + B, entdo My(t) = " B Mx(t'A).
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Esperanca de um vetor aleatério

Au A ... Ap Y1 > ALY
Ay Axn ... A Y, S AY;
gayy =gl | T T T | =¢ |
A A - Agp Yp 27=1 AqgiYi
> AuE(Y) g Avigi
P ANE(Y; b Avipi
_ >ic1 | (Y3) _ Z_l. _AE(Y) = Ap
27:1 Agi€(Y7) Zf'):l Agilti ]
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Matriz de covariancias e fgm de um vetor aleatério

m Matriz de covariancias.

E[(AY — Ap)(AY — Ap)] = E[A(Y — p)(Y — pu) AT
= AE[(Y —p)(Y —p)]A" = ACov(Y)A

Cov(AY)

m Se Y = AX + B, entdo

My(t) _ S(etl(AX+B)) _ g(et’AX+t/B) _ g(et'AX)g(et/B)

= Mx(t'A)et' B = Mx(t*)e''B,
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Matriz de correlacoes

m Seja ¥ = Cov(Y) e defina D = diag (o1, 02, ...,05), em que
o =+/0%i=12,..,p.
m Assim, temos que p = D~'XD~! é a matriz de correlacdes

associada a Y, pois (slide seguinte)
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Matriz de correlagdes (cont.)

em que pjj = 0jj/(cjoj)
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Variancia generalizada

m A varidncia generalizada (VG) é definida como o determinante da
matriz de covaridncias, e procura resumir a variabilidade associada a
dados multivariados (matriz de dados).

Considere uma matriz de covaridncias 2 x 2, ou seja:

0'2 g102p0
® = Lo "3

g102p g5

Assim VG = 0303 — 0203p? = 0303(1 — p?). Em geral, quanto

maior/menor forem as varidncias de cada componente e/ou
menores/maiores forem as correlagdes, maior/menor serd a variancia
generalizada.

Com efeito, podemos notar que: lim|, 1 VG =0, lim,_,o VG =
0102,I|m2 0 VG =limgz_,o VG =0, lim,2 VG =

g7 —>00
limgz o0 VG =00
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Ana_Multi_2S_2021.pdf

VG: fixando (02, 03)" e variando p

02=0.1,02=0.1 02=0.1,03=1 02=0.1,02=10
8 E o«
S S S
© 7 © 7 [} 7
> 3 | > 34 > 4
g | s | =
S T T T T T S T T T T T S 7 T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
[3 3 3
o;=1,03=01
. . 9 o
g = o -
(4] 7 © 7 o “°
> 2 > = > <« 4
S 3
Bl T T T T S T T T T < T T T T
-10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10
3 P
03=10,03=0.1 03=10,0%= 07=10,05=10
o S 8
2 4 o o h -
© 7 o “° o 8
> 4 > - o > 4
4 ~ o 2
-10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10
3 3
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: fixando p e variando (02, 03)’

correlagcédo = O
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VG: fixando p e variando (0%, 03)’

correlagdo = —0.9
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VG: fixando p e variando (0%, 03)’

correlagao = 0.9
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Distribuicao Normal multivariada

m Dizemos que Y = (VY1,..., Y,) ~ Ny(p, X) se sua fdp é dada por
_ _ 1 _
Prly) = 5|2 ) e {3 (= 1) B 0 - ) L)

m u é o vetor de médias e |X| é o determinante da matriz de

covariancias.

My (t) = exp {p/'t + 3t'St}.
- _ )2
m Se p=1entdo fy(y) = %(0277) 1/2 exp{—(yzalﬁ) }IlR(y).

m Nos dois gréficos seguintes: py = 2 = 0, 02 = 02 = 1 ou (=9, no

segundo gréfico), correlacio = o171 e VG, respectivamente

(1;81;0,3429:0,3429).
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correlagédo = O correlagao = O, variancias = 9

10
correlagcao = —0.9 correlacéao = 0.9
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correlagéo = O
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correlagéo = O
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correlagcédo = —0.9
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correlagdo = 0O
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correlagdo = 0O
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correlagao = —0.9
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correlagao = 0.9
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Propiedades

Fechada sob marginalizagdo: Y; ~ N(u;,0?) (prova : usar o item
3)).
YiLY;,Vi# j < Cov(Y}, Y;) = 0j =0 (prova : fdp/fgm).

o[ |

Se A(gxp) € B(gx1) forem matrizes ndo aleatérias, entao

V =AY + B ~ Ny(Ap + B, AXA’) (prova : fgm).

Se Apxp) for uma matriz ndo aleatdria, simétrica e idempotente e
p=0eX =02,y entdo V = L Y'AY ~ x2,r = rank(A). Em
particular, se A =1, entdo %Y’Y ~ XI27 (prova : fgm).

Se A(pxp) for uma matriz ndo aleatdria, entdo

E(Y'AY) = tr(AX) + p/Ap (prova: pesquisar).
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(pmxn) € X(nx1) tais que

a1 d12 ... an X1

a1 a2 ... dp X2
A= X =

dml dm2 --- dmn Xn
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Derivadas matriciais uteis

m Agora defina y = Ax (A n3o depende de x). Entdo:

D ko1 AKXk

n
D k1 @2k Xk
y =

Zzzl Amk Xk
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m Logo

Ox

Prof. Caio Azevedo

0Ax

0x

a1

ani

dm1

n
0 k1 AKXk

n
03 k=1 A1kXk

Ox1 Ox2
03 oy dkxk O34 akXk
Ox1 Ox2

n
0 Zk:l Amk Xk

n
0] Zk:l Amk Xk

8x1 3X2
a12 din
ano don
am?2 dmn

03 AKXk
Oxn

03 ko1 Xk
Oxn

0 2221 Amk Xk
Oxn




Derivadas matriciais uteis

m Alguns resultados tteis [Searle e Khuri 2017, p. 176]:
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O0Ax
Ox
Ox'A
0x
Ox'x
ox
Ox' Ax
ox

A, (A’ se A for um vetor linha)
A’ (A, se A for um vetor coluna)
2x

(A+ A')x,2Ax, se A for simétrica




Demonstracdo que fy(.) é uma fdp

m Queremos demonstrar que

/:/RP fy(y)dyz/R/R.../Rfy(y)dyzl

Note que, se 3 = W’ (decomposicio de Cholesky), temos que:

I = /Rp|2|‘1/2(27r)"’/2exp{—;(y—u)'(‘I"I”)_l(y—u)}dy

[ ey e {3 [0 - ] (9 - ) oy
RP

considere a transformacio z =¥ (y —p) oy =¥z + pu.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Ana_Multi_2S_2020.pdf

Dem. de que fy(.) é uma fdp

m Matriz Jacobiana

o n n
0zz Oz """ 0z
Oy2  Oy» Ay
J= 8__)/ _ 0z1 0z "' 0z
a z . . .
o Oy 973
L 0z1 0z> e 82,, |

Oy _ O0%¥z+u __
m Temos que 77 = —5 & = W.
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m Além disso,
] = |®| = [®V2(@[V? = |@ 20V = |ew /2 = |52

m Lembrando que [, fy(y)dy = [, fy(®z + p)|J|dz

m Assim,

\
|

1
/ |E|_1/221/2(27r)_p/2exp{—z'z} dz
RP 2

P 1 1

2
Il ——exps —=z - pdz; =1
,_l/n i p{ 2 '}

1
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Obtenc3do da fgm

m Por simplicidade, suponha que g = 0. Assim, temos que:

1
wy(6) = [ 317 2n) e {1 (s y —2en) fay

m Contudo, note que

y'Sly -2ty = (y — Zt) 7' (y — =t) — t'St. Portanto,

1. 1
My (t) = ezt Et/ 12|712(27) 7P/ exp {_2 (y—t) =1 (y - Et)} dy
RP

1

—  eit'St
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Obtenc3do da fgm

m Logo, se X ~ N(0,X) e Y = p+ X, entdo

My (t) = E(e"HHEX) = et MMy (t) = et nHit'>t
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Obtencao do vetor de médias

m Temos que E(Y) = %"t(t) o Por outro lado, temos que:
t=

aMy(t) B Heb't+3t'St
ot ot

= My(t) [+ Xt].

m Assim

My (t)

EY) = 5

— My (0) [ + 20] = p.
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Obtencdo do matriz de covariancias

m Temos que E(YY') = a;,"fgf,’)
t—

o Por outro lado, temos que:

92 My () d [oMy(t)] @ [oMy(r)]' @ Ly
Tane. = ot o)~ g o] = MO e
= (8'\2:“)) [+ t'Z] + My ()%

= My(t)[p+Zt] [+ t'S] + My (t)E




Obtencdo do matriz de covariancias

m Assim
0?My (t
(YY) ﬁt(,) = My (0) [+ 20] [/ + 0'S] + My (0)=
t=0
= pp' +3

m Portanto, Cov(Y) =&(YY') —up’' = 3.
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Obtencao das Marginais

= Note que, para um dado j, My;(t;) = My(t*), em que
t*=[00--- t ---00]
~—
posicao j
24
m Logo, temos que My (t;) = exp {ujtj + U’Tt’}
m A fgm acima corresponde a fgm de uma va com distribuigdo

N(:uj?sz)'

Prof. Caio Azevedo




Observagdo sobre matrizes particionadas (em blocos)

X'A= [ X/A, + X}As  X[A; + X}A, }

X'AX = | X{AX + XA Xy + X{ Ao X + X3A:X: |
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Distribuicoes condicionais

m Seja Y = (Y1, Y2), p=(py,p5) e

Y 2
Yo X

> =
em que Xy = Xf,.
m Entdo Y1|Yo = yo ~ N(f, X), em que
B=p+Z025 (2 — 1), Z =311 — 155, 50

m Para provar, basta usar a definicdo de distribuicdo condicional

(fyl‘y2(y1|y2) = fi:EQ)) e resultados relativos a matrizes

particionadas.
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Distribuicoes condicionais

m Temos que

51 -211 312 -
| X Yo
o o] mu-zemEa) Tt 0
I S 55 S o 2
) RS> 5M
0 I

pois X é simétrica.

Prof. Caio Azevedo




Distribuicoes condicionais

m Pode-se provar, portanto, que

— _ !
(y-—mZ Ny —m) = [y1—m— I (2 — )]
(B — 21235 o)t

X

X [y — 1 — T3y (o — )]

+ (1) 25 (2 — m2) (1)
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Distribuicoes condicionais

m Pois

_ yi—m ! 0
(y-w=ty-n = B
| Y2 — 2 353 |
r _ —1
. (B11 — T35, 301 0
0’ e
" [ Yo >0 yi— 1

0, ) Yo — o
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Distribuicoes condicionais

m Assim, basta usar (1) na defini¢do (fy1|y2(y1\y2) = fi"gz))), eo
2
resultado da distribuicdo condicional segue (com um pouco de

algebra...).

m Além disso, considere (prove) que |Z| = |Zp||Z11 — 12555 o
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Outras distribuicoes multivariadas

B Seja X ~ Np(p,X) e Y; =exp(X;), i=1,...,p. Dizemos entdo
que Y =(Y1,...,Y,) tem distribuicdo log-normal multivariada

com pardmetros p e X [Mardia, Kent e Bibby 1979, p. 24].

m Sejam X ~ N,(p,X) e Y ~ x2 independentes. Tomando
Ti=X;/\/Y/v,i=1,...,p, entdo T tem distribuicio t de
Student multivariada com pardmetros p, X e v. Se v =1, dizemos
que T tem distribuicdo Cauchy multivariada

[Mardia, Kent e Bibby 1979, p. 24].
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m Sejam Xi,..., Xy ~ N,(0,X) independentes. Entdo dizemos que a
matriz aleatdria p x p dada por M = "7, X; X/ tem distribuicdo
Wishart com pardametro ¥ e m graus de liberdade
[Johnson e Wichern 2007, p. 174].

A func3o densidade de M é

|A|(n—p—2)/2e—tr(A2*1)/2 ) A
2p(n=1)/27p(p=1)/4| S| ("=D/2T[P_ T((n — i)/2) A pa}(A),

F(A) =

em que () denota a fun¢do Gama e p.d. significa positiva definida.
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m Um vetor aleatério X com distribuicdo Dirichlet com parametro

a = (ap,a1,...,qp) € (0,00)PT! tem fungdo densidade

ap—1
r(Zl Oa’ ? a;i—1
f(x17...7xp):T Zx, ,-lj[lXi 1p(x)
emque D = {x:x€[0,1]7,37  x =1}.

A distribuicao Dirichlet é uma generalizacdo multivariada da

distribuicdo Beta [Mardia, Kent e Bibby 1979, p. 25].
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m Um vetor aleatério X com distribuicdo multinomial com pardmetros
nea=(o,...,ap) € (0,00)", >F  a; =1, tem fungdo de

probabilidade

H aflp(x)

i=1

n!
f(X]_,...,Xp): TXPI
emque D ={x:x€{0,1,2,...}/,37  x; = n}.

A distribuicdo multinomial é uma generalizacdo multivariada da

distribuicdo binomial [Mardia, Kent e Bibby 1979, p. 25].
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m Um vetor aleatério X(,,1) possui distribuicdo esférica se RX 4 x
para qualquer matriz ortogonal R, ,), em que 4 denota igualdade
de distribui¢des.

m Um vetor aleatério Y(, 1) possui distribuicdo eliptica multivariada

com parametros de localizagdo p(,1) € de escala X, ) se

Y2t AKX,

em que A é tal que A'A =3, rank(X) = k e X 1) tem
distribuicdo esférica.
m Essa classe de distribuicGes inclui as distribuicdes Normal, t de

Student e Cauchy multivariadas [Fang, Kotz e Fang 1990, p. 27,31].
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