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Introducao

m Como usual, denotaremos por uma letra maidscula, e.g. Y, uma
varidvel aleatdria (va) e por uma letra mindscula, y, um valor
observado (realizagdo de um experimento aleatdrio) desta va.

m Um vetor aleatério (vea) Y = (Yi,..., Y,)' é uma colegdo (arranjo)
de varidveis aleatdrias.

m As va's que compdem um vea podem apresentar alguma estrutura
de dependéncia e/ou serem de diferentes tipos (discretas, continuas

ou mistas).
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m Funcdo densidade de probabilidade ou fun¢do de probabilidade:

A (y)
m Funcdo de distribuicdo acumulada Fy(y) = P(Y1 < y1,..., Yp < ¥p).
&) Ha
E(Ya H2
m Vetor de médias: p = E(Y) = ( ) =
E(Yp) Hp
m Matriz de covaridncias: X = Cov(Y) = E[(Y — pu)(Y — )] =
(T% 012 O1p
2
012 O 02
EYY') —pp' = ? ’
O1p O2p 0’,23
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m Func3o geradora de momentos:
My(t) = [ ( . (f (f et/yfv()’)d)ﬁ) d)/2) ) dyp
m Funcgao caracteristica:
Oy (t) = [ ( z (f (f eit/ny(Y)d)ﬁ) d}’2) ) dyp
m Sejam A e B matrizes n3o aleatdrias, entdo
m E(AY) = AE(Y).
m Cov(AY) = ACov(Y)A'.

= Cov(AY,BX) = & ((AY — Au)(BX — Bu)') = ACov(Y, X)B'.
m Se Y = AX + B, entdo My(t) = "B Mx(t'A).
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Esperanca de um vetor aleatério

A A ... Agp Y1 S ALY
saY) — ¢ A-21 Ap ... Ao Ys . Zf;l_Az,-Y,-
Aq A ... Ag Y, S AgiYi
o AuE(Yr) Do Avipi
I Y ’4-2/'5(\//) _ E?:l-Azitui _ AE(Y) = Au
> AgE(Yi) > Agitti
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Matriz de covariancias e fgm de um vetor aleatério

m Matriz de covariancias.

Cov(AY) = E[(AY — Ap)(AY — Ap)] = EIA(Y — p)(Y — p)'A]
= AZ[(Y — p)(Y — ) ]A =ACov(Y)A’

m Se Y = AX + B, entio

My(t) — g(et/(AX+B)) _ g(et/AX-H;’B) — g(et/AX)g(et/B)

= Mx(t'A)et’® = My (t*)e'B,

em que t* = t'A
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Matriz de correlacoes

m Seja X = Cov(Y) = e defina D = diag (01, 02, ..., 0p), em que

— 2
oi =07, i=1,2,..p.

m Assim, temos que p = D 'XD ! ¢ a matriz de correlagdes

associada a Y, pois
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Matriz de correlagdes (cont.)

0'1_1 0 0 0'% J12 O1p
0 051 0 012 U% o O2p
p =

| 0 0 oyt | [ o o2 o>
afl 0 0 1 po . pup
0 051 0 pr2 1 . pop

X =

i 0 0 0;1 ] Plp P2p - 1

L= T
em que pjj = -
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Variancia generalizada

m A variancia generalizada (VG) é definida como o determinante da
matriz de covaridncias, e procura resumir a variabilidade associada a
dados multivariados (matriz de dados).

m Considere uma matriz de covaridncias 2 X 2, ou seja:

2
07 g102p

2
g102p (5

> =

m Assim VG = 0203 — 0203p? = 0203(1 — p?). Em geral, quanto

maior/menor forem as varidncias de cada componente e/ou

menores/maiores forem as correlacdes, maior/menor serd a variancia

generalizada.




Distribuicao Normal multivariada

Dizemos que Y = (Y1,..., Yp) ~ Np(p, X) se sua fdp é dada por

_ _ 1 _
o) = 217220 #2ep { -3 0= 1) By - 1) 1e(y)
m 4 é o vetor de médias e X é a matriz de covaridncias.
My(t) = exp {p/t + Jt'Zt}.
m Se p =1 entdo fy(y) = (0?7) 2 exp {—(ygj‘z‘)Z } 1r(y).

m Nos dois gréficos seguintes: jy = jip = 0, 02 = 05 = 1 ou (=9, no

segundo gréfico), correlagdo = o11. VG, respectivamente

(1;81;0,3429;0,3429).
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correlagdo = -0.9
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Propiedades

m Fechada sob marginalizagdo: Y; ~ N(u;,c?) (prova : fgm).

m Y;LY;,Vi#j< Cov(Y;, Y;) =0 =0 (prova : fdp).

m Se A(gxp) € B(gx1) forem matrizes ndo aleatdrias, entdo
V =AY + B ~ N,(Ap + B,AZA’) (prova : fgm).

m Se A(,p) for uma matriz ndo aleatéria, simétrica e idempotente de
rank =p, p=0e X = 02I(pxp), ent3o
V = LY'AY ~ x?, r = rank(A). Em particular, se A = I, entdo
Y'Y ~ x2 (prova : fgm).

m Se A(,p) for uma matriz ndo aleatéria, entdo

E(Y'AY) = tr(AX) + p'Ap.
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(nxp) € X(nx1) tais que

a1 d12 ... din X1

a1 d» ... ap X2
A - P X =

dmi adm2 --- Aamn Xn
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(;xn) € X(nx1), € defina y = Ax (A ndo depende de x).

Ent3o:

D k1 AKXk
2221 ak Xk
y =

Dkt AmkXk
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m Logo

ax
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OAXx
ox

a1

=p3l

ami

L Ox1

d12 din
ax azp
am2 dmn

O3 a1 AKXk

Y a1 a1k

Ox1 Ox
DY pg @uX O3 p_q auXk
Ox1 Ox2

n
0 Zk:l Amk Xk

n
0 Zkzl Amk Xk

Oxo

3 a1 a1k

Oxn
8 22:1 a Xk
Oxn

n
0 Zk:l Amk Xk

Oxn




Derivadas matriciais uteis

m Alguns resultados:

% = A, (A), se A for um vetor linha
X
!
ag A _ A’ (A), se A for um vetor linha
X
Ox'x
= 2
Ox X
/
8)(8Ax = (A + A")x,2Ax, se A for simétrica
x
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Dem. de que f(.) é uma fdp

m Queremos demonstrar que

I:/RP fy(y)dy:/R/R.../Rfy(y)dy:l

Note que, se ¥ = WW’ (decomposi¢io de Cholesky), temos que:

1

1= [ e en { S ) (w8) (- ) ay

_ 1. r
[ en ep {5 [ - w] () v ) ay
RP
considere a transformacio z=W ' (y — p) &y = Wz + pu.
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Dem. de que f(.) é uma fdp

m Matriz Jacobiana

mn
821

0,
1= _ 3_:

O
0z1

Oy __ OVWzip — v

m Temos que 77 = —5,
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0z
Oy
0z

97

0z

n
0zp
(%)%
0zp

%

0zp




m Além disso,
] = W] = W2 W2 = (w22 = w2 = |

m Lembrando que [, f(y)dy = [, r(Wz + u)|J|dz

m Assim,

1
| = / |Z|_1/2|Z|1/2(27r)_”/2exp{—z’z}dz
RP 2
p
1 1,
——expy—=z pdzi=1
1_[1/72 Nz p{ 2 }
1
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Obtencdo da fgm

m Por simplicidade, suponha que g = 0. Assim, temos que:

1 _
()= [ [E ) e {1 (yEly - 2ty) oy

m Contudo, note que yE 'y — 2t'y = (y — Xt) ' (y — It) — t'XZt,

Portanto,

1y 1
My (t) = e2* Zt/ 1X|~Y2(2r) P 2 exp {_2 (y—Zt) = ' (y - Zt)} dy
RP

1

eit' Tt
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Obtencdo da fgm

m Logo, se X~ N(0,X) e Y = p+ X, entdo

My (t) = E(ePHY%) = et My (t) = et #HatEt
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Obtencado do vetor de médias

m Temos que E(Y) = %"t(t) . Por outro lado, temos que:

IMy(t) Hel't+3t' Tt
o0 ot

— My (t) [+

m Assim

= My(0) [+ 0] = p
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Obtenc3o do matriz de covariancias

m Temos que E(YY') = 8Zall/gt('t)
t=

. Por outro lado, temos que:
0

PMy(t) 0 [oMy(t)] 0 [oMy(t)] 0 .,
o 8t[ 5t }Bt[ 5 }&[Mv(t)(““z)]
- (a“ﬁ;“)) [/ + VE] + My(t)E

My (t) [n + Zt] [0 + t'E] + My (t)X
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Obtenc3o do matriz de covariancias

m Assim
0?My (t
eory'y = TIOI T ay(0) o+ 0] [+ 0] + M (0)z
t=0
= pp'+X

m Portanto, Cov(Y) = E(YY') — pup/ = L.
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Obtencao das Marginais

= Note que, para um dado j, My,(t;) = My(t*), em que
t*=[00. _1_ .00
~~
posicao j
2,
= Logo, temos que My (t;) = exp {,ujtj + Jth’}
m A fgm acima corresponde a fgm de uma va com distribui¢do

N(/"J'?U.,'z)'
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Observacdo sobre matrizes particionadas (em blocos)

, X1 A A
m Seja X = eA=
Xz A; A,
m Assim
XA = [ XiA1 + X5A;3 XA + X5A,
e

XAX = | XiAX) + X5A3K1 + XiArX; + X5AsX; |
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Distribuicoes condicionais

mSejaY =(Y1,Y2), = _(pq,s5) €
T Xp
3y Xx»

z:

em que Xy = X,

m Entdo Y|Y, =y, ~ N(z, X), em que

=g+ X055 (Yo — po) i = X1 — X135, T

m Para provar, basta usar a definicdo de distribuicdo condicional

(fy1|y2(y1|y2) = fzgz)) e resultados relativos a matrizes

particionadas.
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Distribuicoes condicionais

m Temos que

- -1
51 _ T Xp
L z21 z22
B _ -1
B I 0 (Zi1 — X5 o) 0
| InEn | 0o b v
y [ Fv 231
0o I

pois X é simétrica.
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Distribuicoes condicionais

m Pode-se provar, portanto, que

— _ !/
(Y- Ny—p) = [y1—p— Ty (Y, — )]
(Z11 — Z1E0 E0)

X

X [Yl — M1~ 212}:2_21 (y2 — Hz)]

(Y2 ) Zg (v — o) (1)
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Distribuicoes condicionais

m Pois

r !

_ Yi— 1 I 0
(y-mE " (y—p) = B
| Y2 — M2 Xy |
B _ —1
y (Z11 — T1X5 Eo1) 0
0’ e
I X%y
X [ Y1~ H1 Y2~ M2 }
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Distribuicoes condicionais

m Assim, basta usar (1) na definicdo (fyl‘yz(y1|y2) = ijgz))’ eo
2
resultado da distribuicdo condicional segue (com um pouco de

algebra...).
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Distribuicao de formas quadraticas normais

m Seja Z ~ N,(p, X). Dizemos, entdo, que Y = Z'AZ é uma forma
quadratica normal. Em geral, A é uma matriz n3o aleatéria

simétrica e real.

m Pode-se provar, por exemplo, que:

Y = (Z- )N Z - )~y (2)

m Vamos demonstrar a validade do resultado dado pela equagdo (2).

m Por simplicidade, admita que p = 0.
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m Assim, temos que :

My(t) = S(eYt):/Rpetyfz(z)dz

o 1
= /// e ® lz|}:|_1/2(27r)_p/2exp{—z’}:lz} dz
RJIR R 2
1
— /// |Z|_1/2(27r)_p/2exp{—Z'le(l—2t)} dz
RJIR R 2

m Considerando a mesma transformagdo anteriormente utilizada

(w=W™'z), em que £ = WW’', temos que:

P 1 1
——expld ——w?(l -2t }dw,-
1/ 7 p{~5wia - 21

N(0,(1—2t)—1)

My(t)

= (1—2t)7P/?

m A qual corresponde a fgm de uma distribuicdo XIZJ.
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Distribuicdo t de Student n3o-central

m Defina T = % emque ZLV, Z~ N(0,1) e V ~ x2. Dizemos

que T tem distrbuicdo t de student n3o central, com v graus de

liberdade e pardmetro de nio centralidade p.

m Uma forma de se apresentar a densidade é:

2
v
/2a” 22

VAT (v/2)2"7 (12 4 nu)(v+1)/2

i 1 [t 2
X Ve ——|ly—-— d
/o Xp{ (-7=) } ’
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Distribuicao qui-quadrado nao central

m Sejam X1, Xo, ..., X, " N(ui, 0?).

2
m Defina Y =37, ( ) Dizemos entdo que Y tem distribuicao
qui-quadrado n3o central com n graus de liberdade e pardmetro de
2
~ . n :
ndo-centralidade 6 = ) ; (%)

m Notacdo Y ~ an 5 cuja fdp é dada por

i 6’5/2 5 2
—y R 1)

i=0
em que W, o ~ X(n+2i)

mSed=0, entio Y ~ X(2,,)-

Prof. Caio Azevedo
A Distribuigdo Normal Multivariada



Distribuicao F nao central

m Seja V uma outra v.a., independente de Y, V ~ X{(m)-

Y/n  Entso, F tem distribuicdo F n3o central com graus

m Defina F = V/m
de liberdade, n e m e pardmetro de n3o centralidade ¢

m Notacdo F ~ y? , cuja fdp é dada por
(n,m,s)

)(n+m) J2+i

e 9/2(5/2) )"/2+' m
ZB (m/2,n/2 4 i)i! (m m+ nf
™ f"/2 1+’I|-(0,oo)(f)

=11 - x)b_ldx

em que 3(a, b) = f
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Principais teoremas de formas quadraticas normais

m Seja Y ~ N,(0,1) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y'AY ~ Xir(a)
se, e somente se A for idempotente.

m Seja Y ~ N,y(0,X) e A uma matriz simétrica. Entdo

Y'AY ~ x{a)

se, e somente se AX for idempotente.

Prof. Caio Azevedo
A Distribuigdo Normal Multivariada



Cont.

m Seja Y ~ Ny(u, 1) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y'AY ~ Xjr(a),5=p'Au]
se, e somente se A for idempotente.

m Seja Y ~ Ny(p, X) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y AY ~ Xr(a) 6=pAul
se, e somente se AX for idempotente.

m Naturalmente, se § = p/Ap = 0, as distribuicdes passam a ser

qui-quadrados centrais.
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m Seja Y ~ N,(0,X), A uma matriz simétrica e B uma matriz

qualquer. Entdo Y'AY e BY s3o independentes se, e somente se

BXA =0.

m Seja Y ~ N,(0,X), A e B matrizes simétricas. Entdo Y'AY e
Y’'BY sdo independentes se, e somente se BEA = AXB = 0.

m Demonstragdes: pesquisar nas referéncias.
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