Andlise Discriminante: parte 2
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Comentarios

m Um método de classificagdo entre duas populacdes sob
heterocedasticidade (X7 # X;) pode ser encontrada em

[Johnson and Wichern(2007)].

m A regra de classificagdo apresentada no supramencionado livro pode
gerar resultados indesejados (altas taxas de erro), principalmente
quando temos mais de duas varidveis e quando a suposicao de

normalidade multivariada n3o é valida.
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Comentarios

m N3o discutiremos a AD sob heterocedasticidade. Contudo,
apresentaremos a situagao com varios grupos, sob

homocedasticidade.

m Algumas alternativas nesse caso modelos de regressao para dados
binarios (dois grupos) e modelos de regressdo para dados

politémicos (trés ou mais grupos).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MRB_MLG_1S_2016.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MRB_MLG_1S_2016.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MRDP_dados_discretos_1S_2017.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MRDP_dados_discretos_1S_2017.pdf

Classificacdao com vdrias populacoes, baseada no

m Suponha g populagdes de sorte que cada unidade amostral
(experimental) pertenca a uma e somente uma populagdo. Defina
(analogamente ao caso de duas populacdes):

m Suporte da distribuicdo: A = {x € RP,f(x) > 0} e a respectiva
particio A = ULA,_

m p; : probabilidade (a priori) de um determinado individuo pertencer a
populagdo /.

m c(k|i) : custo de classificar o individuo na populag¢do k dado que ele
pertence a populacéo i, naturalmente c(i|i) = 0, Vi.

m P(k|i) fA x)dx : probabilidade de classificar um individuo na
populagdo k dado que ele pertence a populagdo i. Além disso
P(ili) =1 - klk;él P(kli).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AD_Ana_Multi_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AD_Ana_Multi_2S_2020.pdf

Classificacdo com vdrias populacoes, baseada no CECE

m O custo esperado condicional (esperanga condicional) de classificar
equivocadamente uma unidade pertencente a populagdo 1, em uma

outra populacgdo, (2,3,..,g) é dada por:

ECE(1) = P(2]1)c(2]1) + P(3|1)c(3[1) + ... + P(gl1)c(gl1)
= P(k|1)c(k|1) :ZP(k|1 (k|1) (1)
=2 k=1

m Assumi-se que este valor esperado condicional ocorre com

probabilidade p; (a priori).
m Analogamente podemos definir ECE(2), ..., ECE(g) e, além disso,

cada uma delas ocorre com probabilidade px, k =2,.... g
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Classificacdo com vdrias populacoes, baseada no CECE

m Assim o custo (global) esperado de classificagdo errada é dado por:

CECE = pECE(1)+ pECE(2) + ... + p,ECE(g)
g

dopi Y P(Kli)e(kli) ()

i=1  k=1k#i
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Classificacdo com vdrias populacoes, baseada no CECE

m A regra de classificacdo que minimiza o CECE (equacio (2))
consiste em classificar uma dada observacdo (xg), associada & uma

determinada unidade, na populagido k, k =1,2,..., g, para o qual

> pifila)e(kli) = Y pifi(x0)c(kli)
i=1

i=1,i#k
é minimo. Para a demonstra¢do veja [Anderson(2003)].

m Note que, neste caso, é preciso supor alguma forma para a
distribuigdo multivariada (f;(.)). A suposicdo de homocedasticidade
também é importante (no mesmo sentido apresentado para o caso

de duas populacdes).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AD_Ana_Multi_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AD_Ana_Multi_2S_2021.pdf

Classificacdo com vdrias populacoes baseado no CECE

com custos iguais (c(.].))

m Nesse caso a regra passa a ser: aloca-se a unidade amostral na

populacdo k, com base em um vetor de observagoes xg se

Pefi(x0) > pifi(xo), Vi # k (3)
ou de modo equivalente, se

In(pifi(x0)) > In(pifi(x0)), Vi # k
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Classificacdo com varias populacoes baseada no CECE com

custos iguais (c(.|.))

m Um aspecto interessante é que a regra de clasificagdo (3) equivale
aquela que maximiza a probabilidade a posteriori P(k|xg) = (xo é
oriundo da populagio k, dado que xg foi observado), a qual é dada

por:
pxfi(xo) ~ priori x verossimilhanca
¢ pifi(xo) > [priori x verossimilhanga]

P(klxo) =

m Que é, essencialmente, um resultado do Teorema de Bayes.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_IB_2S_2013.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_IB_2S_2013.pdf

Método de Fisher para AD com vdrias populacoes

m Fisher também desenvolveu uma metodologia de AD considerando
vdrias populagdes.

m A ideia é semelhante ao caso de duas populagdes, no sentido que ele
buscou definir fungdes univariadas (fun¢do discriminante) com base
nas observacdes multivariadas.

m Neste caso, também, a metodologia de Fisher é equivalente a regra
do minimo CECE, sob normalidade multivariada, homocedasticidade,

custos de classificagdo errada e probabilidades a priori iguais (veja

[Johnson and Wichern(2007)]).
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Método de Fisher para AD com vdrias populacoes

m Caracteristicas importantes:
m Permite trabalhar com representacGes univariadas de dados
multivariados.
m Permite andlises graficas que permitem analisar de modo simples o
comportamento das populagdes de interesse.
m N3o assume normalidade dos dados.

m Considera homocedasticidade.

m Para a AD de Fisher para duas ou mais popula¢des, veja Fisher

(1936) e Fisher (1938).
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https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.1469-1809.1936.tb02137.x
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.1469-1809.1936.tb02137.x
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.1469-1809.1938.tb02189.x

Método de Fisher para AD com vdrias populacoes

m A ideia é trabalhar com combinacdes lineares das observacdes x
(x0), ou seja, Y = a'X. Assuma que E(X|i) = p; e Cov(X]|i) =X.

m Assim £(Y) = @' u; (populagio i) e Cov(Y) = a’Xa (para todas as

populagdes).

m Defina (considerando:ﬁ = é g u;)
yo_ AL (- (- p))a
a'Xa
variabilidade entre grupos
variabilidade dentro de cada grupo
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Método de Fisher para AD com vdrias populacoes

m A idéia de Fisher foi tentar “separar” ao maximo as popula¢des em

relacdo a medida V/, ou seja, ele buscou maximiza-la.

m Resultado: defina w = >°% | (n; — 1)s? (variabilidade dentro de
cada populagdo), b= Y%  (x; — X)(X; — X)’, em que X; é a média
amostral, s? é a matriz de covaridncias amostral, ambas relativas a
populacio i e X = é SE X

m Sejam XI,XQ, ...,Xs >0, em que s < min(g — 1, p) os autovalores
diferentes de zero de w—lb e €1, &, ..., & 0s respectivos autovetores,

devidamente reescalonados (veja [Johnson and Wichern(2007)]).
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Método de Fisher para AD com vdrias populacoes

m Ent3o o vetor de coeficientes, digamos a, que maximiza a razio
a'ba
a'wa,
¢ dado por a; = e;.
m Ent3o, a combinacdo linear y; = a;x é denominada de primeira
fung3o discriminante (amostral).

m Analogamente, a combinacdo linear y, = axx é denominada k-ésima

fungdo discriminante (amostral).
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Método de Fisher para AD com vdrias populacoes

m Regra de classificacdo: aloca-se a observacdo xo (ou seja, a unidade
amostral), a populagdo k, com base em s fun¢des discriminantes, de

sorte que:

S S S
D=yl =D a0 =X <D _[a(x0 — X)), Vi # k
j=1 j=1 j=1
m Nota: assim como no caso de duas populacgdes, a regra de
classificagdo de Fisher coincide com a regra do CECE (sob
normalidade e homocedasticidade), sob custos iguais e

probabilidades de classificagdo iguais.

Prof. Caio Azevedo




Voltando ao Exemplo 1 (considerando os trés grupos)

m Resultados da classificag3o:

S VE VI

S 25 0 0
VE 0 25 O
VI 0 0 25

= TEA (%) = 0,00 .
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Medidas resumo

Fung3o discriminante 1

Grupo Média DP Var. Min. Med. Max. CA Curt. n
Set. 814 103 106 686 806 1061 078 -028 25
Vers. -166 106 1,12 -403 -138 0,33 -0,34 -045 25
Virg. -599 122 148 -953 -564 -417 -0,76 067 25
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Medidas resumo

Fung3o discriminante 2

Grupo Média DP Var. Min. Med. Max. CA Curt. n
Set. 058 1,15 133 -1,08 063 307 078 -028 25
Vers. -093 092 08 -276 -113 042 -034 -045 25
Virg. 074 105 111 -2,19 054 246 -0,76 0,67 25
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Dispersoes entre as fun¢des discriminantes
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Ex. 1. boxplots da funcao discriminante

= j @ .
- i i
— | |
|
J—— o~ — il :
' i
' '
v — ' !
— -
= N e
= o — - = = ' ,
' —_— '
1 —
w _| j
1
— |
T :
— ' [}
P o —
S
! T T T T
Setosa Virginica Setosa Virginica
funcéao discriminante 1 funcao discriminante 2

Prof. Caio Azevedo



densidade estimada da funcao discriminante
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Comentarios

m A fungdo discriminante 1, como esperado, consegue distinguir
melhor os grupos.

m Os grupos versicolor e virginica sdo bem diferentes do grupo setosa e
menos diferentes entre si.

m Em relagdo a funcdo discriminante 1, o grupo setosa apresenta uma
distribuicdo essencialmente positiva, enquanto que os dois outros
grupos, negativa.

m A suposicao de normalidade n3o parece ser razoavel, para nenhuma
das funcgdes discriminantes e nenhum dos grupos.

s E possivel construir graficos do tipo “bi-plot”, usando as fun¢oes
discriminantes, de modo semelhante ao que fora feito na ACP, AF e

ACC (para fins semelhantes).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_ACP_Ana_Multi_P1_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AF_Ana_Multi_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_ACC_Ana_Multi_P1_2S_2021.pdf
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