Anélise de Correlacdao Canoénica: parte 1
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Motivacao

m Como mencionado diversas vezes (aqui, por exemplo),
modelar/compreender/estudar a estrutura de dependéncia é um dos

objetivos da andlise multivariada.

m A redugdo de demensionalidade, muitas vezes, nos leva a uma melhor
compreensdo do problema (n3o somente em relagdo a estrutura de
dependéncia, mas também a respeito de outros elementos, como:

caracterizagdo de grupos e de unidades experimentais/amostrais).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Ana_Multi_2S_2021.pdf

Motivacao

®m Vimos também que utilizar modelos de regressao multivariados pode
nos levar a inferéncias mais precisas mas, ao mesmo tempo, também
a necessidade de utilizagdo de metodologias mais complexas, bem

como a resultados mais dificieis de serem interpretados/obtidos.

m Em particular, com o (res)surgimento dos conceitos de “Ciéncias de
Dados" e “Big Data”, a simplificacdo da estrutura dos dados, bem
como uma melhor compreens3do dela, sdo elementos fundamentais.
Ademais, alguma vezes, temos o interesse em estudar a relacdo entre
grupos de variaveis, definidas de acordo com as caracteristicas do

problema e/ou do interesse de pesquisadores.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MNLM_Ana_Multi_Parte%201_2S_2021.pdf
https://www.ime.usp.br/~pam/cdadosf3.pdf
https://www.ime.usp.br/~pam/cdadosf3.pdf
https://pbdr.org/

(voltando ao ) . (iris de Fisher)

m Temos quatro varidveis: duas relativas a caracteristicas morfolégicas
da sépala e duas relativas a essas caracteristicas da pétala. Portanto,
temos dois grupos de variaveis.

m As varidveis apresentam correlagdes (aparentemente) significativas.

m Temos dois “grupos naturais” de varidveis, sendo que um deles esta
ligado as pétalas (estrutura de reprodugdo) e outro as sépalas

(estrutura de protecdo).
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Exemplo 1: (iris de Fisher)

m Seria possivel (interessante) representar cada grupo (de interesse) de
varidveis por uma dnica (p.e., através de uma combinag3o linear),
sendo que a correlacdo entre elas fosse maxima e tivessem

interpretacdo em termos das varidveis originais?

m Caracterizar melhor (ou de forma mais simples) o conjunto de
dados, possibilidade de andlises mais simples, preservacao da
estrutura de correlagdo (ainda que parcialmente), reduzir

dimensionalidade dos dados, identificar estruturas de interesse etc.

Prof. Caio Azevedo
5



m A anidlise de correlagdo candnica (ACC) busca quantificar a

associacdo entre dois conjuntos de varidveis.

m ACC foca na correlacdo entre combinacdes lineares de cada um

desses conjuntos.

m A ideia é primeiro determinar o par (entre grupos) de combinagdes

lineares (intra grupos) que tenha a maior correlaggo.
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m Depois, procura-se obter um segundo par que tenha a maior

correlagao entre todos os pares de combinagdes lineares que sejam

nao correlacionadas com o primeiro par, e assim por diante.

m Tais pares de combinagdes lineares sdo chamadas de varidveis

candnicas e as respectivas correlacoes, de correlagbes candnicas.
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Motivacao

m Caracterizar melhor o conjunto de dados.

m Entender melhor o comportamento/relacionameento entre as

varidveis intra e entre grupos.
m Gerar subsiduos (informagdes) sobre aspectos de interesse.

m Se, por exemplo, um desses grupo for de variaveis resposta e, o
outro, de varidveis explicativas, pode-se usar (p) modelos de
regressao univariados em que p é o nimero de pares de varidveis
candnicas, ao invés de se usar um modelo de regressao multivariado.

m De uma forma mais geral, possibilitar a utilizagdo de métodos
univariados, ao invés de multivariados, com perda “minima” de

informac3o.

Prof. Caio Azevedo




ACC populacional (vetores aleatérios)

. . o . 1
m Definamos os conjuntos de varidveis de interesse por X((p)Xl

)€
X((q)xl) (por conveniéncia, vamos assumir que p < g, devido ao

niimero maximo de varidveis candnicas que podem ser obtidas).

m N3o faremos suposi¢cdes acerca das distribuices desses vetores
aleatdrios, com exce¢ao da existéncia dos dois primeiros momentos
de cada um.

m Defina (X)) = puM), £(X?) = u®), Cov(XM)) = 3y,
Cov(X®) =%y e Cov(XM) XCQ) =%, =3 .

x1)

m Para facilitar os desenvolvimentos, seja: X = | — — —

xX®@
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Hp
m Portanto, X =| ——— |;EX)=p=| — - —
X2 pf?
X2(2) )
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m Também,

% = ElX - p)X - u)]
[ E10x0 — ) (x® - Y] (X - p)(X@ — Oy
| EUX® — p@)(xXD - p0Y] (X p)(XO — )]

E11(pxp) : E12(p><cr)

221(¢;rxp) ‘ z:22(qxq)

/
em que X5 = 35;.




Cont.

m Podemos notar que a matriz 315 comporta a estrutura de

depend@éncia entre as varidveis dos dois conjuntos (entre grupos).

m Pode ser complicado interpretar tal estrutura, principalmente se a

quantidade de varidveis em cada grupo for grande.

m Além disso, muitas vezes, o interesse maior (em termos do problema
a ser analisado) consiste em estudar combinacdes lineares das
varidveis originais (por exemplo, para predi¢do, comparagio,

explicacdo de variabilidade, mensura¢éo de influéncia).
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Cont.

m Combinagdes lineares de interesse:
U=aX®D;v=px®2

m Podemos provar que (exercicio)
V(U) = 8/2118; V( V) = blzzzb; COV(U, V) = 8/21212

m Nosso objetivo é encontrar coeficientes (a’, b’)’ tais que:

a’Elgb

Corre(U, V) =
OrrE( ) vV 3/211 ay blzggb

seja maxima.
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Para viabilizar o processo de obten¢do das varidveis candnicas (veja

também o processo de obten¢do das componentes principais),
impde-se que @' X11a@ = b'Xxb = 1 para todas as varidveis
candnicas.

Tal restricdo n3o afeta a correlagdo entre as varidveis candnicas
(transformacdes lineares ndo afetam a correlacdo de Pearson,
exercicio).

Sem a aplicag¢do de tal restricdo poderiamos obter um ndmero

infinito de solugdes (como na anélise de componentes principais).

Além disso, a utilizacdo da mesma escala para todas as varidveis
candnicas permite interpretar os resultados e fazer comparagoes de

interesse, de modo mais facil e apropriado.
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Procedimento

m O primeiro par de varidveis candnicas é aquele correspondente a
combinac¢des lineares (U, V1), tendo varidncias unitérias, e que
maximiza (1).

m O segundo par de varidveis candnicas é aquele correspondente a
combinag¢des lineares (Us, V»), tendo varidncias unitérias, e que
maximiza (1), entre todas as escolhas que sejam nao

correlacionadas com o primeiro par de varidveis candnicas.
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Procedimento (cont.)

m (No passo k): O k—ésimo par de varidveis candnicas é aquele
correspondente a combinagdes lineares, tendo variancias unitarias, e
que maximiza (1), entre todas as escolhas que sejam n3o
correlacionadas com as k — 1 varidveis candnicas anteriores.

m A correlagdo entre os elementos do k—ésimo par de varidveis
candnicas é chamada de k—ésima correlagdo candnica.

m Definicdo: a raiz quadrada de uma matriz A é uma matriz, digamos
AL/2 ) ta] que A = AY2AY/2 Uma forma de obté-la é
A'/2 = EAY?E’ (ou seja, usando uma func3o da respectiva

decomposicdo espectral).
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Resultado

m Descricdo:
® Suponha que p < g e sejam XM e X@ os vetores aleatérios
definidos anteriormente (em que X tem posto completo). Defina as
combinacdes lineares U = a’X® e V = b'X?, com apx1) € bigx1).-
m Entdo: ':a; Corre(U, V) = pi é obtido pelas combinagdes lineares
(primeiro par de varidveis candnicas):
U = e 352X, v, = 3,12 x®,

m O k—ésimo par de varidveis candnicas, k=2,3,...,p,
U = e 25 XD v, = 113,12 x @)

maximizam Corre(Ux, Vi) = pj, entre todas as combinagdes lineares

n3o correlacionadas com as varidveis candnicas anteriores: 1,2,.. k-1.
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Cont.

m Temos que p{2 > p§2 > .. > p;‘,2 sdo os autovalores de
—1/2 _ —1/2 -
E =3 / DIIPS D SEH 2 enquanto que eg, €y, ..., €, S30 0S
respectivos autovetores.

= As quantidades (p;?, p3?, ..., p3°) também sdo os p maiores

—-1/2
/ co

autovalores da matriz E; = 22_21/222121_11212222 m

fi,f, ..., f, sendo os respectivos autovetores.
m Cada f; é proporcional a 22_21/222121_11/2e,-, i=1,2,..,p.
m Seja C = Eﬁ1/22122;21/2. Note, entdo, que CC' = E; e

C'C = E,. Assim, os auto-valores n3o nulos de E; e E», sdo iguais.
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Propriedades das varidveis canonicas

m Para k,/=1,2,...,p, temos que

V(U) =V(Vi) =1
Cov(Uxk, U)) = Corre(Ux, Uj)) =0,k # |
Cov(Vi, Vi) = Corre(Vi, Vi) =0,k # |
Cov(Uk, Vi) = Corre(Uy, Vi) =0,k # |
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Cont.

= Note que

A71/2AA71/2 EA1/2EI) 1EAEI(EA1/2E/)71
E) 1A 1/2E IEAE/(E/) 1A71/2E71

(
(

= (E)'ATVPAATYPET = (E)TET?
(

m Por outro lado

V(U) = V(eS3?xW) = e[ 52 Cov( X))z ey

e > s e =ele =1
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Cont.

m Além disso, temos que (lembrando que f; 22_21/222121_11/2ek)
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COV( Uk7 Vk)

Cov(e; =y, /* X W, 5,2 x @)
e, Cov(XM, Xym1/2F,
eL2ﬂ1/2212E;1/2ﬂ<
ekzl‘ll/zzux‘l/ I S0 S sy

ekE 212222 221211 ey = ekEAE/ek



m Note que

e,E = efel e ..e ...e)
= [ece1 e e ...epex ...epep)

= [00.. L .. 0]

k-ésima posicao
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Cont.

m Portanto
o]
P2 0 ... 0 0
0 p2 ... 0 :
Cov(Uk, Vi) x[00 ... 1 .... 0] 2 = pi2
0 0 . 0 1
*2
0 0 ... pp
L O -
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Cont.

m Além disso

V(Vi) = V(FE,°X?) x V(e,2/* 21,55, * 5,2 x?)

e, 3’235 Cov( X2 s, 5 ey

Y0 SIS Siutd S99 D S I SN

6L2ﬂ1/2212 2521 221 2;11/2 €y

e,ENE'e; = p;? o< Cov(Ug, Vi)

m Assim, Corre(Uy, Vi) = pp:: = p;.
k
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Cont.

m Por outro lado (se k # /) (exercicio),

*2

P1 0 0
(U Vi) = | 1 °
Cov(Ui, V) =100 ... 1 ... 0
s ~ 0 0 0
-ésima posi¢ao
0 0 s
_ 0 }
1
X ~~ =0

I-ésima posi¢cdo
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Propriedades das varidveis canonicas

m Defina
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Propriedades das varidveis canonicas

m Temos, assim, que U = AX(Y) e V = BX®.

m Pelos resultados anteriores, temos que (exercicio): Cov(U) =1, e

Cov(V) = I,.

m Exercicio: calcular de forma matricial Cov(U, V) e Corre(U, V).
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Resultado

m Se usarmos as varidveis padronizadas, ou seja,

CH0)
Z0 =X k=121 =12, p(q) (em que E(X) = ¥
e V(XM) = 0y ou seja, se tivermos ZzW = (zM), ZW | ZMy

e Z® = (Z®) Z . ZPY, os resultados anteriores continuam

validos.

m Contudo, neste caso, temos que Cov(Z(M) = Corre(X™M) = py3,
Cov(Z®) = Corre(X®) = py e
Cov(ZM, Z?) = Corre( XM, X@)) = p1p = phy.

Prof. Caio Azevedo




Cont.

= Entdo: max Corre(U?) V(2)) = p¥ é obtido pelas combinacdes
a

lineares (primeiro par de varidveis candnicas):
U = e p?Z2W; V&) = ] pp 7 Z).

m O k—ésimo par de varidveis candnicas, k=2,3,...,p,
UY = e pp 1?20 VD = flp, 2z,

- z z S
maximizam Corre(U,E ), V,E )) = pj. entre todas as combinages
lineares ndo correlacionadas com as varidveis candnicas anteriores

1,2,..,k-1, em que (p é matriz de correlagdes)

P11(pxp) | P12(pxq)
pm| =271 =
P21(qxp) | P22(qxq)
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Cont.

m Temos que pj2 > p32 > ... > p;‘;z s30 os autovalores de

Er — o 1/2 —1 ~1/2 ~
= P11 P12Py P21P17, enquanto que e, ey, ..., €, S30 0S

respectivos autovetores.

= As quantidades (p}2, p5?, ..., p5?) também sdo os p maiores
autovalores da matriz Ey = p2_21/2p21p1_11p12p2_21/2 com fi,b,....f,

sendo os respectivos autovetores.

m Cada f; é proporcional a p2_21/2p21p1_11/2e,-,i =12,..,p.

Prof. Caio Azevedo



Relacao entre as varidveis canénicas obtidas via X e Z

= Note que Cov(X® — pM)) = Cov(X®).

m Além disso, temos que

alk (X(l) — 'u(l)) = akl(Xl(l — /le ) + akz(X(l - /vbgl)) +
akP(X(l) _ M;(a))
X _ (1) X ) _ (1)
= auy/ol¥ M + am Ug?% +
0(1) 0(1)
11 22
x» _ 0
taip U}g})M
e
pp

= a2 A

tai\ ok 25
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m Assim, os coeficientes que determinam as varidveis candnicas a

partir de X e de Z estdo relacionados.

m Seja a é o vetor de coeficientes associadas as varidveis candnicas

obtidas para X, relativas a X)),

m Portanto, os coeficientes anélogos para Z, relativos 3 Z(1), s3o

dados por ak = akV , em que Vi1 é uma matriz diagonal com o

i-ésimo elemento da diagonal igual a 0'(1)
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Cont.

m Seja bj é o vetor de coeficientes associadas as varidveis candnicas

obtidas para X, relativas a X,

m Analogamente para X® e Z(?) temos que: b;' = by V212/2, em que
V>, é uma matriz diagonal com o i-ésimo elemento da diagonal igual
a Uf,?).

m As correlagdes candnicas (p7, p3, ..., pjy) S80 as mesmas

(utilizando-se X e Z).
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Resumo das Caracteristicas (ACC)

= Lembremos que: U(px1) = AXM e V(gy1) = BX,
= Temos que Cov(U, X(M) = Cov(AXM) X1)) = A%,
m Analogamente, temos que
Cov(V,X®) = Cov(BX® X?) = BX,,.
m Além disso,
Corre(U, XM) = Cov(U, V;7°XW) = Cov(AXW, v /2 X))
= ACov(XW, xMyv;'? = axy, v
m Analogamente,
Corre(V, X)) = Cov(V, V2 X?)) = Cov(BX?), v,,' /2 X))

= BCov(X® X)WV, = BE, v, 2
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Resumo das Caracteristicas (ACC)

m Pode-se provar ainda que (exercicio):

Cov(V, X)) = 3221,cov(u X)) = A%,

Corre(V,XW) = B, V"2 Corre(U, X?) = AS1, V,, ">

m Defina UD) = A,Z0 e V(D) = B,Z?) em que Az e By sdo

matrizes cujas linhas s3o os coeficientes que determinam as varidveis

2)

canodnicas para ZM) e Z( , respectivamente.
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Resumo das Caracteristicas (ACC)

m Como
Cov(ZW) = Corre(ZM) = py;

Cov(Z@) = Corre(Z?) = py,

entao

= Corre(U?) ZzM),

( )

Cov(U¥) Zz?) = Corre(U?) Z2(?),
( ) = Corre(V?) zW),
( )

= Corre(VD,Z2?)
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Resumo das Caracteristicas (ACC)

m Além disso (exercicio):
Corre(U\?), zW)

Corre(U(Z) z?) =

Corre(V(9) Z(2)

Corre(V#), ZzWy =

Azpai,
Azpi12
Bzpx»
Bzp2

m Finalmente, podemos provar que (exercicio):
Corre(U?), zMN)) = Corre(U, X)),

Corre U(Z) z

Corre V(Z)
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Resumo das Caracteristicas (ACC)

m Resumindo:

Corre(U'?), Z(M)Y = Corre(U, XV

( ) ) = AX,1 V,

Corre(U(Z) Z(?) = Corre(U, X))
(v ) )
(v )=

2),Z?) = Corre(V, X
2, zMW

Corre

Corre

m Note que Ay = V111/2A e B Vl/ZB.
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Correlagoes candnicas como generalizacao de outros tipos

de correlacoes

m Se cada um dos vetores, X(1) e X3 tiver apenas uma tnica

componente, temos que

| Corre(X{Y, X{?)| = | Corre(aX ™, bX@))| = p;

. . A 1 2
ou seja, as ‘“varidveis canonicas’ U = Xl( ), V= X1( ) possuem
correlagdo p;, em que a e b sdo os coeficientes definidores das

variaveis candnicas.
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Cont.

m Se cada um dos vetores X(1) e X tiver mais de uma componente
e fizermos @’ = [0, ...,0,1,0, ..., 0] (valor 1 na i-ésima posicdo) e
b =10,...,0,1,0,...,0] (valor 1 na k-ésima posicdo), vem que:
|Corre(X(1 )| = |Corre(a’ XM, b’ X@)|
< max, pCorre(a’ XV b’ X@),

ou seja, a primeira correlagdo candnica é maior do que o valor

absoluto do que qualquer entrada da matriz p1> = Corre(X(l), X(Z))
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Cont.

m O coeficiente de correlagdo multipla (CCM) (p;‘(x(z)) =1- ;28—5.)

(obtidos através do ajuste de um modelo de regress3o linear de Xl(l)
em func3do de X(z)) é um caso especial da correlagdo candnica,
quando X tem um dnico elemento, digamos Xl(l)(p =1).

m Lembremos que

*

Pix@) = mabeorre(Xl(l), b X)) = pr.

m Note que o CCM ndo, necessariamente, serd igual a pj, em geral
CCM < p3. Quando p > 1, pi é maior do que cada correlagdo
multipla de X,-(l) com X® ou a correlacio miiltipla de X,-(z) com
) (8
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Cont.

m Finalmente, note que
Pu,(x@) = maxp Corre( Uy, b' X)) = Corre( Uk, Vi) = p;
Py, (xvy = maxa Corre(a’ XM, V) = Corre( Uy, Vi) = pj;

m Ou seja, as correlagdes candnicas também s3o os coeficientes de
correlagao miiltipla de Uy com X@) bem como os coeficientes de

correlacio miltipla de V4 com X1,

m Devido a esse resultados, temos que pyx € a propor¢do da varidncia

da varidvel candnica Uy (Vk) “explicada” pelo vetor X(?)(X1).
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Determinacao do nimero de pares de varidveis canonicas

m Em geral, trabalha-se com as varidveis canbnicas obtidas a partir das
varidveis padronizadas: interpreta¢do, menor influéncia das médias,
menor influéncia das varidncias.

m Interpretacdo: dependendo do objetivo, as varidveis candnicas retidas
tém de ter interpretagBes (apropriadas) em termos do problema.

m CorrelagBes candnicas: o interesse reside em pares de varidveis
candnicas que tenham correlacdo “significativa” (p}).

m Estrutura de covaridncia: as varidveis candnicas tem de preservar, de
modo satisfatério, a maior parte possivel da (estrutura de )

variabilidade dos dados originais.
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Cont.

m Em relacdo a este dltimo item, note que
U=AX"Y - X1 = A~1U. Logo (multiplicacio de matrizes
blocos),
Cov(XW) = A7lCov(U)(ATYY =A(ATYY = A1 (ALY
— a(l)(a(l)) + a(2)(a(2)) 4o+ a(p)(a(p))/

m Analogamente,

Cov(X®@) = B~1B71) = bV (WY + b (bPY + ...+ bD (b)Y

m Neste caso estamos denotanto as colunas das matrizes A~ e B!

por al) e b('), respectivamente.
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Cont.

m Logo, se considerarmos r < p pares de varidveis candnicas, teremos:

U Vi
V-

XV ~[aW)a@)] .. |al)] ‘{2 X ~ bV b)) . |b")] 2
U, V,

m Portanto, vem que:

Cov(XM) ~ aW(aWy +a@(a@y + . +all(ay = A71(ASLY

z z

Cov(X®) ~ bY(BYY + b (BbAY + . + by = B7Y(B L)
(2)
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Cont.

m Logo, um outro critério para auxiliar na escolha do niimero de

varidveis candnicas é se
-1
Yu—-A- (A/) 0(pxp) S0 - B! (Bl) qxq)

m Se trabalharmos com as varidveis padronizadas o procedimento é

andlogo mas agora, objetivamos ter:
’ -1 ’ -1
Pll_(Agz))_l (ASZ) ) ~ O(pxp); p22—(B£Z))—1 (Br(z) ) ~ 0(gxq)

’ 71 ’ 71
m Em que (A¥))1 (A&Z) ) e (B¥¥)1 (BSZ) ) s3o analogas 3
(2) com A e B substituidas por A(%) e B(?), respectivamente.

Prof. Caio Azevedo




Cont.

m Por simplicidade, também podemos considerar a soma das varidncias

e as variancias generalizadas, assim desejamos que:
tr(Sn) ~ (A (A)7)

) ~ w(B1(B) )
)~ det(A(A)7T)
) ~ det(B;1(B) )

tr(pn) ~ tr((AD)HAP)
)
)
)

Q

Q

r(BD)1(B) )
det((AD)~H(AP) )
det(B{2) 1 (B2) )

Q

Q
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Cont.

m Pode-se também quantificar a perda na representacio de

Cov(X™M, X)) = X1,, notando que:

Cov(XW X@) = Cov(A~U,B71V) = A"1Cov(U, V)(B')!
pt 0 ... 0
_ oA 0 p5 ... O (B
0(px(q-p))
0 0 ... p

= pra®W(bWY + pza®@(BAY + .+ p;a(p)(b(p))’
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m Assim, analogamente aos desenvolvimentos anteriores, em se

considerando somente r pares de varidveis canonicas, teriamos que

Cov(XW XP) = pra® (bMWY + p3a@(bP)) + ... + pral) (b)Y

m Em se trabalhando com as varidveis padronizadas, vem que

Cov(ZW, 2@ ~ p1al) (b)) + p5al) (BD) + ... + pral) (Y)Y

em que ag) e ag) s3o andlogas 3 a) e b)) e obtidas através de

A9 e B(?),
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m Equacoes:
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Z) (1

ag1)21( ) :(12)22( :
Z) 5(1

agl)Zl( ) 4+ gz)Z( )

D20 4 D7D

bgl)z@ + b(Z)Z(2)
b9 73 4 b2 7

z 2 z 2
b z? 1+ 632 + .

..+a
+ ...+ a

(2) (1
1p ZIS)
(2) (1
2p ZF(’)

V4 1
ez

L b2 ZO
B Z?)

V4 2
20



Estimacao das varidveis canonicas

m Dada uma matriz de dados (relativas a variaveis X (1))

Individuo  Varidvel 1  Varidvel 2 ... Varidvel p
1 1 1
1 X X o xY
2 x{ x%) x{

n x) xQ) x4
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m E uma matriz de dados (relativas a varidveis X(?))

Individuo  Varidvel 1  Varidvel 2 ... Varidvel q
2 2 2
1 x& x2 X2
2 2 2
R R B
n X Xe e X

estima-se a matriz de covarincias (X) ou a matriz de correla¢cdes
amostrais (p), conforme visto anteriormente, e considera-se as

submatrizes de interesse.

Prof. Caio Azevedo




Cont.

m Equagdes (i = 1,2,..., n):
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_ EDZW DD L FD 7

ip
= &DzV 433720 v . 40z

= 30z +3dPZY + .+ 3Pzl

pp <ip
Pz + b2 + .+ B2 7D
= bZP + 372 + .. + b5 7P

D502, 7D H 2) 7(2)
= bZ7 + by Z; +...+bgq)z,.q



