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Aspectos Gerais

m Os modelos policotémicos visam analisar itens que apresentam mais

de dois escores possiveis (categorias).
m Basicamente se dividem em duas classes

m Nominais : as categorias ndo possuem ordenagdo entre si - itens de
miltipla escolha.

m Ordinais : as categorias possuem ordenag3o entre si - itens abertos
aos quais sdo atribuidos algum escore (intervalo {0,1,..., R},

R € Z*, escala de Likert etc).
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Exemplo de item nominal

QUESTAO 16

Seja f(x) uma fun¢ao tal que para todo numero real x
temos que xf(x — 1) = (x — 3)f(x) + 3. Entéo, f(1) é igual
a

a) 0.

b) 1.

c) 2.

d) 3.

http://www.comvest.unicamp.br/wp-content/uploads/2017/02/
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http://www.comvest.unicamp.br/wp-content/uploads/2017/02/f12017QY.pdf
http://www.comvest.unicamp.br/wp-content/uploads/2017/02/f12017QY.pdf

Exemplo de item gradual

Prof. Cal

14, Sejam ¢ um nimero real & f(x) = x* - 4x + ¢ uma fungdo quadrética definida para todo nimero real .
No plano cartesiano, considere a pardbola dada pelo grafico de y = f(x).

a) Determine ¢ no caso em que a abscissa e a ordenada do vértice da parabola t8m soma nula e esboce 0
respectivo gréfico para ) < x < 4

b} Considere os pontos de coordenadas A = (a,(a)) € B = (b, f(b)), onde a & b séo nimeros reais com
< b. Sabendo que o ponto médio do segmento 4B é M = (1,c), determine e b,

http://www.comvest.unicamp.br/wp-content/uploads/2017/02/
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http://www.comvest.unicamp.br/wp-content/uploads/2017/02/geohismat.pdf
http://www.comvest.unicamp.br/wp-content/uploads/2017/02/geohismat.pdf

Examplo de item gradual: escala de likert

Qual é o nivel de importancia do
trabalho em equipe para seu
empregador?

Extremamente importante

*Muito importante

-Um pouco importante

*Pouco importante
*Nao € importante

https:

//help.surveymonkey.com/articles/pt_BR/kb/Likert-Scales

Prof. Caio Azevedo

Modelos politdmicos (para respostas politémicas)


https://help.surveymonkey.com/articles/pt_BR/kb/Likert-Scales
https://help.surveymonkey.com/articles/pt_BR/kb/Likert-Scales

Exemplo de item gradual: escala de likert (altura)

Na cama, eu frequentemente sinto frio
Nnos peés.

Concordo totalmente

sConcordo parcialmente

*Discordo parcialmente
*Discordo totalmente
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Modelo de Resposta Nominal - MRN

e2is(0j—bis)

mj ?
E e2in(0;—bin)
h=1

Pjs = P (Yjys = 116;,¢;)

B Y = 1seoindividuo j, (j = 1,2, .., n), escolhe a categoria s,
(s=1,2,...,m;)doitem i, (i=1,2,...,1) e 0, caso contrério
(3o, Yiis = 1, as categorias s3o exaustivas e mutuamente

excludentes)

m ¢; : trago latente do individuo j.
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Modelo de Resposta Nominal - MRN

B a;s : estd associado a discriminacdo da categoria s.
m bjs : estd relacionado a dificuldade dsa categoria s.

m ¢; = (a1, bi1, ..., bim;)’. Pardmetros resumo: Pereira, S. R. S. (2012)
Contribui¢bes ao Estudo do Modelo de Resposta Nominal,
Dissertacdo de Mestrado, IMECC, Unicamp,
http://repositorio.unicamp.br/handle/REPOSIP/306794.

m Apresentar exemplos de valores para os parametros resumo.
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http://repositorio.unicamp.br/handle/REPOSIP/306794

Representacao grafica do MRN

a=(-06,-0.7,0.4,0.9)eb=(0.73,16,14,111)

a=(-06,-0.7,0.4,0.9)eb=(-258,-023,-0.4,-1.72)
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Modelo de Resposta Gradual - MRG

m Seja Yjs =1 se o individuo j, (j =1,2,..,n), escolhe a categoria s,
(s=0,1,2,....,m;) do item i, (i=1,2,....1) e 0, caso contrério
(thzl Yjis = 1, as categorias sdo exaustivas e mutuamente

excludentes)

m Probabilidade do individuo j escolher (receber o escore s) a

categoria s ou outra (outro escore) de maior valor:

1

+ _ .
PI,S(QJ) - 1 + efDar'(ej*bis),
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Modelo de Resposta Gradual - MRG

em que (de modo que Y_}", P;s =1, Py é probabilidade do individuo j

escolher a categoria s do item /):

P/js = 'Di,s(ej) = PTS(GJ) - PiJ,rs+1(9.l')

Pio(6;) = Py(6;) — P1(6)) =1 — P1(6))

Pim (0;) = P (0)) — P

(0;) = Pt (0))

r,mij
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1 1

Pis = P(Yys = 110;,¢;) = 1+ e Dall—bs) 14 e Dall—bin)

0; : trago latente do individuo j.
m a; : estd associado a discriminagao do item i.
m bjs : estd relacionado a dificuldade dsa categoria s.

L Ci = (alv bila ey bim;)-
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Representacao grafica do modelo de resposta gradual

a=(09)eb=(-2,-15,-1)

a=(09)eb=(-1,0,1)
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Estimacao

m Em geral, hd muito mais pardmetros para se estimar do que nos

modelos dicotémicos.
m MRN : 2m; — 2 + n (restri¢des de identificabilidade:
ey dis = Yopoy dis = 0, dis = —aisbis.)
m MRG : m; + 1 4 n (restri¢des de identificabilidade: b;p = 0).

m Adicionalmente, § ~ D(1y), em que £(6) =0, V() = 1.
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Estimacao

m Maior nimero de iteragGes requeridas nos processos iterativos.
m Mais pontos de quadratura para se obter estimativas acuradas.
m Espaco paramétrico, em geral, apresenta menos restri¢Ges.

m MRN : sem restri¢Ges.
m MRG:a;>0ebs €R, b1 <...< bim, (além das restriges de
identificabilidade).
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Estimacao por mdxima verossimilhanca

m Para cada individuo/item (verossimilhanca multinomial (Bernoulli
multivariada) (r = 0,1):
P(Kjr = Yijrs - \/ijm,- = Um,|0J7CI) Hml Plj/;s

m Maximizar a verosimilhan¢a (conjunta)

.o - TITTTRE

Jj=1i=1s=1

m Problemas em se maximizar a verossilhanca genuina (essencialmente

os mesmos relativos aos modelos dicotémicos).

m Alternativa : maximizar a verossimilhanca marginal.
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Estimacao por mdxima verossimilhanca marginal

m log-verossimilhan¢a marginal

I(¢m) = Z/n [ POY 1008 6l ao

= Z/nP J1¢m)

m Fungido escore

S - ;{W(fcf(mc,n))},
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Estimacao por mdxima verossimilhanca marginal - cont.

mas,
9 piv,lem = 2 /P(Y-w) (6]m) do
(9(,- - 717 - aC, * - ) g T’
8 !
= P 3 g(0n)do,
| ¢ {[[ ,,,}g( )
com
I I m
[1P; =TIT1P% e P = P(Yis = 11¢,.6).
i=1 i=1s=1
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Estimacao por mdxima verossimilhanca marginal - cont.

Seguindo, temos que

0
TCI_P(YJ.K,TI)

| JoPy
[RHPU~y”' o (&(Olm) o

i i

) m; -1 6Py,,
Py P z 0|n) do .
Jottes e {5 e

Por outro lado (ys, as, @) sdo quantidades genéricas.

{1:[}’;’5}_15;{1:[)@} - Z{%}{;} com ye = f (@)

s

Prof. Caio Azevedo

Modelos politdmicos (para respostas politémicas)



Estimacao por mdxima verossimilhanca marginal - cont.

Dessa forma, temos

-1
Y ijs 9 = s _ ¢ aPi's Yijs
iee} (e lfee]) - S{3e )

Assim,

P (Y slen) = /%P(v.,-»c,e)g(em){i B (%’Z)]}d@

s=1
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Estimacao por mdxima verossimilhanca marginal - cont.

Desse modo, vem que

SE) = _ {/ﬁ(@){i[ 2 (%’2)}}&}

s

P(Y ;10,m) g (0|n)
J P(Y .16.m) g (6]m)

Em que g (0) = o qual compde os dados

artificiais.

m Resolucdo do sistemas de equacgdes de estimacdo : adaptacdo do

(Pseudo) algoritmo EM.
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Desenvolvimento da verossimilhanga - Algoritmo EM

m Considere uma populagdo divididade em g categorias de proficiéncia

e que dela se extrai uma amostra de tamanho n.

m Suponha que as propor¢des no item anterior sdo dadas por

= (m,...,mq).
m Denote por fi=(fi1,--- ,fiq)’ a quantidade de individuos em cada
nivel de habilidade e r; = (rj1,--- ,rig)’, rik = (fik1, .-, fikm;)" @

quantidade daqueles que escolhem a categoria s,s =1,.., m;, no
item i com nivel de traco latente /, ambos observados na amostra.

Além disso r = (ry,--- ,ry).
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Desenvolvimento da verossimilhanga - Algoritmo EM

m A probabilidade conjunta que os f; individuos tenham habilidades 6,

I=1,---,q, é dada pela distribuicdo multinomial:
q
P(F,:f,|ﬂ') (f |7T |H7rjﬁlv "7’7
= I=1

m Dados f e 6, a probabilidade de ocorrerem rjy, escolhas da
categoria h, ao item i dentre as f; tentativas (respostas) por
individuos com traco latente 6, (multinomial(fy, P;)), em que

P,‘/ = (P,‘/l, ceey Pilm,-)/x é dada por

P (Ri = rilfy,0;) = P(ry|fy, ;) =

I/S )

s=1
H ris!
s=1
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Desenvolvimento da verossimilhanga - Algoritmo EM

m A probabilidade conjunta de f e r, dados 8 = (01, -+ ,04) e T, é

P (F —f,R=1r|d, 7r> = P(f,rl6,7) = P(r|f,8,7)P(f|B,)

P(r|f,0)P(f|r)

! q I
{HHP(,,.,M,,H,)} {Hpmm}
i=1

i=11=1

m Segue que a log-verossimilhanca para os dados completos é :

I q
InL(¢) In P(Flw) + > > InP(rilfy,0)

i=1 I=1

1 q mj mj
In P(f‘ﬂ') + Z Z {In fiy — Z Inrys! + Z riis In P,'/s}
s=1 s=1

i=1 I=1
qg | m;

= C+§ E E rits In P,
=1 i=1 s=1
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Desenvolvimento da verossimilhanga - Algoritmo EM

m Tomando a esperan¢a da log-verossimilhanga, condicionada a
(Y’ ,¢'), para os dados completos, temos que

ElnLOI(Y'.¢Y] = c+zz{zr,,smp,,s},

i=1 =1
em que

Fis = Elrisl Y . C1 =Y yisgf (0), fu=E[filY .¢l=> g (0)
Jj=1 j=1

e C=E[CIY. (]

lembrando que > 1 Fus = f €
o P(Yl10,m)g (Biln)
S P(Yj10,m) g (61n)
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Aplicacao do Pseudo algoritmo EM

A proposta de Bock constitui-se no seguinte procedimento

Passo E

Usar os pontos de quadratura 8, os pesos Agt), I=1,---,qe
N L ~ . ~(t) .

estimativas provisérias dos parametros dos itens, ¢; , i=1,---,/,

para gerar gj*(g/)(t) e, posteriormente, F,(-,i) e ?E,t), i=1,---,1,
I=1--- . ges=0,1,...,m;.

Passo M

Com 7 e T(t) obtidos no Passo E, resolver as equagdes de
estima¢do para ¢;, i =1,---,/, usando o algoritmo de
Newton-Raphson ou Escore de Fisher.
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Expressoes para o MRN

7

m Inserir as restricGes de identificabilidade dos itens (slide 13). H3
varias formas de fazé-lo.

m Define-se os pardmetros irrestritos (I';), ajn = aix — aj(n11),
dih = dj1 — di(p41), com base nos pardmetros transformados (7).
dis = —aisbjs.

m As derivadas necessdrias s3o calculadas em funcdo de I'; = ¢ S;.

m Mais detalhes veja Azevedo, C. L. N. (2003). Métodos de estimac¢io
na Teoria da Resposta ao ltem. Dissertacdo de Mestardo, IMECC,
Unicamp

http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Disser_METRI.pdf
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Disser_METRI.pdf

Expressoes para o MRN

m Vetor escore

q
1 _
s(ri) = Z _ | @ Ti[Fu. — fuPi]
=1 0,
m Matriz Hessiana (= - Informag&o de Fisher)
al (T, m) . 1 6 )
H) = - TW;T)

m Erros-padréo (assintdticos): inversa da Informag&o de Fisher.
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Expressdes para o MRN (versdo bayesiana)

m priori: T; ~ Ny _1(p;, X5), Vi = }:’_—1_

m Vetor escore

q
1 _
Z e Ti[r—FfuPu] p — Vi(Fi— i)
=1 0
m Matriz Hessiana (= - Informagdo de Fisher)
UK I 1 6 .
H(T:) = = @ [TWT] -V,
() or; ar' ; g, gf [ /7]

m Erros-padrdo (assintéticos): inversa da Informacdo de Fisher.
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Estimacao dos tracos latentes
m Maxima verossimilhanga perfilada: Pj; avaliada nas estimativas
obtidas para ¢;.

m Verossimilhan¢a perfilada:

n

0.9 = TITIIIP:-

j=1i=1s=1

m Funcio Escore

I
S(0) = Y aiTily; —Py].
i=1

m Func3o hessiana
I
HO) = =Y {dTiW;Tiai}.
i=1
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Estimacao dos tracos latentes

m Algoritmo de Newton -Raphson.
(1) _ plt=1) (t=1)y-1 (t-1)
o = o1 — H(ol ) (01

J J

m Erros-padrdo (assintéticos): inversa da Informacdo de Fisher.
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Estimacao dos tracos latentes
m Priori: 6; ~ N(0,1). Posteriori perfilada: Pjs avaliada nas
estimativas obtidas para ;.

m Funcgao escore bayesiana

I
SM)g = > aiTily; —P;]—0;.
i=1
m Func¢ido hessiana bayesiana

I
H(@j)B = - Z {afT,WUTfa,} —1.
i=1
m Algoritmo de Newton -Raphson
(t) _ plt=1) (t=1)y—1 (t=1)
6 = o HE )5S (0 7Y)

m Erros-padréo (assintdticos): inversa da Informag&o de Fisher.
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Estimacao dos tracos latentes

m Esperanca a posteriori

S 0P(Y 10, T)A
Sy P(Y 161, T)A

m Variancia a posteriori.

2{9, [05ly ;.. ¢, 77}} P(Y ;.16:,T)g(0im)

Var pj|y17rvn] = q
S P(Y 16D (@iln)

=1
m Erros-padrdo: raiz quadrada da varidncia a posteriori.
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Expressdes para o MRG

m Varias quantidades s3o iguais ou semelhantes aquelas obtidas para o

MRN.
m Vetor escore S(¢;) = (S(a;), S(bio), -, S(bim,))

q  mi
Z { ils |: 0 _ bls) ’ls (0 - bl(5+1)) V‘47E5+1):|}

/=1 s=0 'Is

9 Fiith— rj
S(bin) =ai y {Wfﬁ; {I(hl) - I(h)} }

— Pith—1y  Piw
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Expressdes para o MRG

m Informac3o de Fisher

[ 1(bj1, bi1)  1(bi1, bi2) 0 I(bj1, ai)
I(bi2, bir)  I(bj2, bi2)  1(bj2, bj3) 0 I(bi2, a;)
’(Ci) = . . . .
0 0 I(bim,-ybim,-) I(b,-ml.,a,-)
I(a,-,b,-l) I(a,',b,'g) /(a,',b,'g) I(a,-,b,-m,.) I(a,-,a,-)
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Expressdes para o MRG

I(ai,ai) = Dzz 0{

_ 2
(01— b Wit = 61~ i) Wi |-
|=1 s=

o) = 0% 5[t o] )

Ilh 1)

I (bins bih-1)) = D? 22{’”””71)},

Il(h 1

Ilh
Prof. Caio Azevedo
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Expressdes para o MRG

q
1 - _
I (aj, bip) = Z fiIVV,‘TZ{. {(6’, — bigh-1)) Witp_1y — (01 — bi) W’ﬂ

-5 [(5/ — bin) Wi — (01 — bi(n+1)) VV’?E,H']-):| }
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Estimacao dos tracos latentes

m Maxima verossimilhancga perfilada: Pj; avaliada nas estimativas

obtidas para ¢;.

m Funcio escore.

- £E((5)
»>

. + +
] aiYijs (VVijs - W;j(s+1))
Pys

Prof. Caio Azevedo

Modelos politdmicos (para respostas politémicas)



Estimacao dos tracos latentes

m Informac3o de Fisher.

2
n.m Wi — wi
;) = &) mg ( » P,-J-U(SH))

Jj=1 s=0

m Algoritmo Escore de Fisher 6’]@ = 9}“1) + /(6?](-'?71))_15 (9}t71)>

m Erros-padréo (assintéticos): inversa da Informac3o de Fisher.
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Recursos computacionais

m Multilog.

m Modelos dicotémicos e modelo de resposta nominal.
= MVM, MV, MAP.
m Facilidades semelhantes as do BILOG-MG.

m Em sua versdo mais recente permite a andlise de grupos muiltiplos.
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Recursos computacionais

m Pacote mirt (MRN e MRG): op¢des de parametrizacdo para o MRN.

m a;5(0; — bis) = ass_1 * (a1 * 0;) + ds_1, em que asy = 0,

ass_1)=s—1ledy=0.
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Recursos computacionais

m No MRN esta parametriza¢do ajuda a identificar o ordenamento
empirico das categorias inspecionando os valores de ak. Valores
maiores indicam que a categoria do item esta relacionada mais
positivamente com a(s) caracteristica(s) do(s) traco(s) latente(s)
medidos. Por exemplo, se um item for verdadeiramente ordinal
(como numa escala de Likert) e tivesse 4 categorias de resposta,
esperariamos ter akg < aky < ak, < aks, em termos de suas
estimativas. Se, por outro lado, akg > aky, pareceria que a segunda
categoria estd menos relacionada ao trago latente do que a primeira
e, portanto, a segunda categoria deve ser entendida como a

” ~ H H ”
pontuacdo mais baixa".
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Estimacao bayesiana plena

m Via dados aumentados: Ferreira, E. V. (2014). Modelos da Teoria
de Resposta ao Item assimétricos de grupos mudiltiplos para respostas
politdmicas nominais e ordinais sob um enfoque bayesiano,
Dissertacdo de Mestrado, Unicamp.
http://repositorio.unicamp.br/bitstream/REPOSIP/
306788/1/Ferreira_EduardoVargas_M.pdf

m Via verossimilhanga original: Azevedo (2003)
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http://repositorio.unicamp.br/bitstream/REPOSIP/306788/1/Ferreira_EduardoVargas_M.pdf
http://repositorio.unicamp.br/bitstream/REPOSIP/306788/1/Ferreira_EduardoVargas_M.pdf

Modelo de resposta nominal

Simular G}t) ~ g(6;|r*Y y )(condicional completa), para j=1,...,n

independentemente, considerando como priori uma N (9j|u9j,a§j) através de :
. * -1
(a) Simular 91(- )~ N(OJ(.t ),ng)

(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceitagio 9}” = 0}*)

_ ¥ 6(*)—u . :
L(rC=, 6 )exp {‘(J o
’ 1

oD, )2
L(F(tl),éj(t_l))exp{—(’ 5 ZMJ) }
aoj

(c) Aceitar cada Q}t) = 91(-*) com probabilidade 7;, caso contrario 0}” = G;t_l)
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Modelo de resposta nominal

(®)

Simular I} ~ g(r;|6y )(condicional completa), para i=1,...,/

independentemente, considerando como priori f ([;|7;) = Nom,—2(p;, ;) através de
(a) Simular I'E*) ~ N2m’_72(|'§t_1),ll!,')
(6) — ()

(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceitacdo I'; ;

i i

7Ti(l-('tfl)J-(,*)) = min{Rr, 1}

com

L(r), 00)exp {7% [(r() - l*r,)/ £ (r - ﬂr,-)] }
L(rgt—l)’e(t))exp {7% {(rgt—l) _ Mr,-),zfl (rgt—l) _ ”F;)]}
) _ e

i

Rr. =

i

(c) Aceitar cada rt = 7 com probabilidade 7, caso contrério I

i
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Modelo de resposta gradual

Simular H}t) ~ g(0;|¢*~Y, y)(condicional completa), para j =1,...,n

independentemente, considerando como priori uma N (0j|u9j,a§j) através de :
(a) Simular HJ(-*) ~ N(@f-til),ng)

(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceitacdo 0}0 = Qf*)

(t-1) () (o —ne,)’
L(¢ 0,7 )exp T 20T
M (0“71),0(-*)) = min ’ ;1
! ' (t-1) p(t=1) (of " —no)’
— - J
L(¢ 0 )exp —Tjj

(c) Aceitar cada Hft) = 91(-*) com probabilidade 7}, caso contrario O}t) = G;t_l)
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S l l (c,-|9,|-t|,y)( ) I

. t . . .
imular ;7 ~ g condicional completa), parai=1,...,
independentemente, considerando como priori

f (¢il7i) = log — normal(a;|pia;, 03,) X Nim, (bilpp,, Tp;) através de:
(a) Simular al(.*) ~ log — normal(al(-*)|a§t_1),wa,), e bﬁ*) ~ N,,,I.(bg*)\bgt_l)7 W)

(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceitagio Cgt) = Cf*)

™ (c(f—l),c(*>) = min{R¢,,1}

e i )2 o) ol 12
o L(¢§*),e<f>)exp{(' ) }exp{(' ) }[35*)]2

i

,. )’ )’
L(cf-’““”ﬁ“’)exp{—(' ) }exp{—(’ ) }[af‘t’”]z
exp {_ [(bg*) _ llvb’.)/ Z;’.1 (b'(.*) _ “’b,—)]}

ClmE ub,.)' el Cla ub,)] }
(t-1)

(c) Aceitar cada Cgt) = ¢} com probabiliade 7;, caso contrario Cgt) =¢;
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Voltando ao Exemplo 1

m Voltando ao Exemplo 1: itens de muiiltipla escolha com cinco

alternativas.

m Ajustou-se o modelo de resposta nominal, via MIRT, utilizando o
método marginal-perfilado (frequentista para os pardmetros dos

itens e via EAP para os tracos latentes).
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Distribuicao dos tracos latentes
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Escores observados e preditos

010
|

N
AN
0/.
e

0.06
|
0,

frequency
~
N
: /
\o
/
\\
0/ g
\.
r/
o/
/

002
|
AN

000
|

Prof. Caio Azevedo

Modelos politdmicos (para respostas politémicas)



Verificacao da qualidade de ajuste do modelo

m Curvas caracteristicas do itens:

http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/CCIMRN.pdf

m Curvas caracteristicas dos itens com bandas de confianca:

http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/CCICBMRN. pdf

m propor¢des observadas de escolhas por categoria:http:

//www.ime.unicamp.br/~cnaber/proportionMRN.pdf
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/proportionMRN.pdf
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/proportionMRN.pdf

Verificacao da qualidade de ajuste do modelo

m Propor¢des observadas e preditas de escolhas por categorias:

http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/proportionCIMRN. pdf

m curvas caracteristicas dos itens com probabilidades
esperadas:http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/CCIADMRN. pdf
m curvas caracteristicas dos itens com probabilidades esperadas com

intervalos de confiang¢a:http:

//www.ime.unicamp.br/~cnaber/CCIADCIMRN. pdf
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Comparacao entre as estimativas dos tracos latentes
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modelo logistico de 3 parametros
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Comparacao entre as estimativas dos tracos latentes

densidade
2

T
-2 -1 o 1

traco latente — MRN

trago latente — MRN

[ =
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densidade

T
-2 -1 o 1 2

traco latente — ML3P

trago latente — ML3P
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