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Equalizacao

m Como comparar individuos submetidos a diferentes provas?
m Equalizar: tornar resultados comparaveis (oriundos de diferentes métricas).

m Em teoria se os testes forem paralelos (semelhantes em termos de
dificuldade e discriminagdo e outras caracteristicas que estejam
relacionadas com a escala) eles poderiam ser, inclusive, totalmente
diferentes (veja o Capitulo do livro Andrade et al, 2000, a respeito).

Nesse caso, em principio, a Equalizagdo tornar-se-ia desnecessaria.
m (Classes de) Processos de Equalizag3o:

m A posteriori: média desvio, regressao, .
® Em concomitancia com o ajuste do modelo: modelo de grupos
mdltiplos (Bock and Zimowski, 1997).
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Tracos latentes

4° série

5° séri
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Parametros de dificuldade

4" série

5" sériel

Escala comum
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m Duas escalas (A e B).
m Temos que:
A
a2
e
mbB=abl+3
w0 =abl+

m O pardmetro c n3o depende da escala.

m Exercicio: como ficaria o processo para o modelo de 4 pardmetros?

m Como determinar (a, 5)?.
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Exemplo 2: Dados do “International Project on

Mathematical Attainment (IPMA)"

m Projeto Internacional de Desempenho (aquisicdo de conhecimento)
em Matematica.

m Originalmente, é um longitudinal (com exclusdes) com 4 instantes
(séries).

m 568 alunos de primeiro ano foram selecionados de oito escolas
primérias publicas (no primeiro instante). Ao longo das séries
subsequentes, alguns alunos abandonaram o estudo por diferentes
motivos. O conjunto de dados presente consiste no seguinte niimero

de alunos, desde o primeiro até o quarto grau: 556, 556, 401 e 295.
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Exemplo 2

m Consideraremos as duas primeiras séries.

m Grupos independentes: veja artigo Azevedo et al (2012)
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
S0167947312001430 (também para maiores detalhes), onde se
obteve evidéncias empiricas a respeito da nulidade das correlagdes

intra individuos.

m Grupo 1: 17 série - Grupo 2: 27 série. Considera-se somente os 40

primeiros itens.

m Os estudantes estdo agrupados em salas de aula e estas, nas escolas

(estrutura hierdrquica).
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Exemplo 2

Informacdo disponivel: itens dissertativos corretos como corretos /
errados, idade do aluno, sala de aula, género, escola, professor.

A andlise apresentada em Azevedo et al (2012) revela que as
correlagdes posteriores entre os tracos latentes ndo sdo significativas
e, portanto, um modelo IRT de mudiltiplos grupos pode ser

considerado.

Quatro testes (correspondentes a cada série): Teste 1 - 20 itens.
Para os graus dois a quatro, sdo consideradas as respostas aos 20
novos itens e os 20 itens de teste anteriores, o que leva a 40 itens

para cada série e um total de 80 itens de teste diferentes.
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Estrutura dos testes

Item
Test 1-20 21 -40 41 - 60 61 - 80

AN =
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Exemplo 2: Equalizacao a posteriori

m Ajusta-se um modelo de um Unico grupo para cada um dos grupos.
m Note que os resultados, em geral, ndo sdo compardveis diretamente.

m Coloca-se os resultados de um dos grupos, na escala do outro,

através de algum método de Equalizagcdo a posteriori.
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Método da média-desvio

Gy
estimativas pardmetros de dificuldade dos itens comuns, obtidas na

S . ”
m Obter a = 561 e B = Mg, — aMg,, em que Sg, é o desvio-padrao das

métrica do Grupo i e Mg, é a média das estimativas parametros de
dificuldade dos itens comuns, obtidas na métrica do Grupo i, i=1,2.
m Obter as estimativas dos (de todos os) pardmetros do grupo 2, na métrica

do grupo 1, através de:

1 1 G1
a2 = _ac bé; = abg, + 8

083 = abg, + B

m Este método é simétrico (a escolha de quem serdo os grupos 1 e 2 sdo

equivalentes).
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parametros de dificuldade parametros de discriminacéo
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histogramas dos tracos latentes
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Estimacao no Modelo de grupos multiplos

m Considera a situagcdo em que temos individuos pertencentes a diferentes

grupos: séries, turnos, regides.

m Individuos pertencentes a um mesmo grupo possuem caracteristicas
comuns e sdo mais semelhantes entre si do que individuos pertencentes a

outros grupos.
m Os grupos sdo previamente definidos # modelos de varidveis latentes.

m Modelo de grupos miltiplos Bock and Zimowski (1997).
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Modelo logistico unidimensional de 3 parametros (varias

populagdes)

- r
1 4+ e—Dai(0—b)

P(Yi =10, ¢;)) = c+(1—-a)
i=1,...,1(item), j=1,...,nc(individuo), k =1,..., K, (grupo)
® Y/ : é a resposta do individuo j, do grupo k ao item /. E igual a 1seo
individuo responde corretamente e O caso scontrério.
m O : é o trago latente (conhecimento, nivel de depressdo, etc) do individuo
J- i o (ai, bi, ci).
m a; : é o parametro de discriminacdo associado ao item /.

m b; : é o parAmetro de dificuldade associado ao item j.

m ¢ : é o parametro de “acerto casual” associado ao item.i.
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Distribuicao dos tracos latentes

ij \Tlek ~ N(M9k7 ¢9k)

B 1)y, parametros populacionais

m |dentificabilidade pg, = 0,9, = 1.

Estimar (uo,,%0,), k=2,..., K.

u Nota<;5es: y.jk = (.yljk7 ""7.yﬂkjk),! C = (C/h "'7C;)/v Ci = (ai7 bf7 Cf)/'
Ny = (17’91, ...,ngK)', lix: é o conjunto de itens respondidos pelo individuo

Jj do grupo k.
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Probabilidade marginal

P(Y-jk :y.jk‘C7nk) = /9?P (Y»jk :yjk'Cao)g (9|779k) do
De modo que a verossimilhanga é dada por

L(¢,mp) HHP Jk:y.jk|C7n9k)

k=1 j=1

E a log-verossimilhanca, por sua vez, é dada por

K ng K ng
1Cme) = DD IP(Yj=yul¢mg)=>_> InP (Y il¢,ny,)
k=1 j=1 k=1 j=1
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m Estimadores de maxima verossimilhan¢a marginal

al(¢img)
¢ ’ =0

8/ (C»n&) — 0
Ing

m Sem solugdo explicita.

m Problema: dessa forma teriamos que estimar todos os pardmetros

»1(¢,m)

simultaneamente, pois ————~* # 0
¢y
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m Se m), for conhecido, usa-se a abordagem de Bock & Aitkin.

m Se ¢ for conhecido, obter a estimativa do vetor 17, é um processo

relativamente simples.

m Abordagem, de Bock & Aitkin, pardmetros dos itens e populacionais:
Méxima verossimilhan¢a marginal-perfilada (MVMP) ou Moda
Marginal-Perfilada (MMP).

o) _ . 0Em)

¢ . onyg
® Ou seja, obter as estimativas de cada um dos conjuntos de pardmetros de

forma alternada.
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Utilizando desenvolvimentos apresentados em http://www.ime.unicamp.br/
~cnaber/Aula_TRI_Intro_MI685_2S5_2017_Met_Est.pdf e http://www.ime.
unicamp.br/~cnaber/Aula_TRI_Ana_Dados_Bay_MI685_2S_2017.pdf, temos

K ng )
o - S5 o)

k=1 j=1 (Y-J'k|C7"70k)
K
= Z Z Tik — f:lkPIIk) Wi hig (1)
—1/eQy

K
1(¢) = Z Z Fie Pi Qi hinchie (2)

k=1 1€Qy

Prof. Caio Azevedo
Modelo de grupos miiltiplos e Equalizagdo


http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_TRI_Intro_MI685_2S_2017_Met_Est.pdf
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_TRI_Intro_MI685_2S_2017_Met_Est.pdf
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_TRI_Ana_Dados_Bay_MI685_2S_2017.pdf
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Maiores detalhes podem ser encontrados em Andrade, Tavares e Valle (2000) e
também em Azevedo (2003) (versdo estendida). Em pelo menos uma dessas

referéncias é possivel encontrar as férmulas necessdrias para a implementacio

dos métodos de estimac3o.

S(pe) = Uﬁzzgf; (élk) (élk_ll«ek)

Jj=1 1€Qy

Sn) = (200) "0 Y g (00) { B — o)’ — v}

j=1 1€Qy
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Moy = [y
~ ~2 ~2
Yo, =T+ 0k
Com

Ny Ny
1 ~ ~2 1
— ) Bk 0= —

=D
S
Il

~ Nk
2 _32 _ 1 ~ 2
ki O == ) (Hjx = hoy )
= =1 k=

Bk = Zglkg}'); @/k)

1€Qy

o= 3 (O — ) g (B)

1€Qk
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Adaptacdo do Pseudo Algoritmo EM

De maneira andloga ao caso de uma tnica populagdo, podemos usar uma
adaptagdo do algoritmo EM, de modo que os pardmetros populacionais de
cada populagdo sejam estimados, em separado, no Passo E, e que os
parametros de cada item sejam estimados, em separado, no Passo M, como

mostrado a seguir
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Adaptacado do Pseudo Algoritmo EM

Passo E

Usar os pontos de quadratura, O, os pesos associados Ag,f), I=1,...,q«,

. . . A . ()
as estimativas no passo anterior dos pardmetros dos itens ¢; ',

i=1,...,1, e dos parametros populacionais, ﬁsf) e Gi(t), k=1,...,K
para gerar gj (glk)(t) e, posteriormente, ?E,Z) e ?5,?, i=1,...,1e
| = 1, cey k-

Usar os pontos de quadratura e gj; (élk)(t) para obter ("1, 721 ¢

SFZ“) através de (3), e posteriormente, ﬁffﬂ) e Gi(tﬂ) por (3) e (3).
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Passo M

m Com 79, F(t) e "™ obtidos no Passo E, resolver as equacdes de
estimagdo para ¢;, i =1,...,/, usando Newton-Raphson ou Escore de

Fisher através das expressdes de (1) a (2).

m A estimac3o dos tracos latentes pode ser feita, essencialmente, da mesma

forma como no caso de um Unico grupo.

m Para se obter a moda marginal relativa a posteriori dos parametros dos
itens, pode-se utilizar uma abordagem semelhante aquela apresentada
para o caso de um tnico grupo. Neste caso, deve-se atribuir distribuicGes
a priori para os pardmetros dos itens (e, também, para os pardmetros

populacionais).
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Métodos bayesianos plenos

m Prioris
= O ' N(o,, vo,).
m (ar, br) K Na(pe, We) o)
mg beta(r, s).
w10, "~ N(pao, o).

| ’(bgk i.’i;d |G(/io,Vo).
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Métodos bayesianos plenos

m Amostrador de Gibbs: posteriori via verossimilhanca aumentada

p(4597n9‘y) &

X

(ylz u)p(zla, b, 0)p(u|c)p(¢)p(8)

HH HeXP{ 0.5 (zjx — ait; + br) }{Z,ka}’yka"yk}

k=1 j=1 i€l
1 (Gk uek)
Cji
ud (1 — u il e %k
TTTTIT 6t w1y (TITT
k=1 j=1 i€l k=1 j=1

(H exp [ 0. 5 C uc) ll"c_1 (C,- - “C)] I(a,->0)>

H '1—¢g) ™t

i=1

A e )
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Métodos bayesianos plenos

m Metropolis-Hastings (posteriori via verossimilhanca original):

p(¢,0ly) o< L(¢,0)p(¢)p(8)
K g K ng (O — “Gk)
o (HHHPZZk 1 — pij) yUk) (HHe - k )
k=1 j=1 i€l k=1j=1
I
x (H exp [—0-5 (Ci—nme) Wt (¢ - l"c)} ’(af>°))

-yt

\':j\

K 1 K P
2 —vp/2—1 0
x Jexe (—QT (1o, — po) ) [0 exp (_ 20
k=1 % k=1 Ok
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Condicionais completas

m Sob a verossimilhanca original, independentemente da escolha da
priori, as condicionais completas ndo possuem forma conhecida
(distribui¢do catalogada).

m Sob a verossimilhanca aumentada, consoante a priori escolhida, é
possivel de obter todas as condicionais completas com forma

conhecida (distributicdo catalogada).
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Modelo de 2 parametros

Denotando por (.) o conjunto de todos os outros pardmetros, temos que os passos do

Amostrador de Gibbs sdo dados por :

m Iniciar a simulagdo das cadeias através de valores convenientes.

m Simular Zj; de forma mutuamente independente através de Zj|(.) (normais

univariadas truncadas).

m Simular 6 de forma mutuamente independente através de 6;[(.) (normais

univariadas).

m Simular 7y, de forma mutuamente independente através de 7y, |(.) (normais

univariadas e inversas gama).

m Simular {; de forma mutuamente independente através de ¢;|(.) (normais

bivariadas truncadas).
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Modelo de 3 parametros, Sahu ou Beguin and Glas

Denotando por (.) o conjunto de todos os outros pardmetros, temos que os passos do

Amostrador de Gibbs sdo dados por :

m Iniciar a simulagdo das cadeias através de valores convenientes.

m Simular Zj de forma mutuamente independente através de Zji|(.) (normais univariadas

truncadas).
m Simular Ujj de forma mutuamente independente através de Ui |(.) (bernoullis univariadas).
m Simular 0, de forma mutuamente independente através de 6j|(.) (normais univariadas).

m Simular g, de forma mutuamente independente através de 7, |(.) (normais univariadas e
N6y k

inversas gama).

m Simular ¢; de forma mutuamente independente através de ¢;|(.) (normais bivariadas

truncadas).

m Simular ¢; de forma mutuamente independente através ¢;|(.) (betas univariadas)

Caio
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Condicionais completas: AG - M2P

m Passo 1 : Simular as varidveis n3o observéveis utilizando
Zik|(-) ~ N(aibx — bi, 1)y, 2,3, €M que
]]'{}/ijkxzijk} = I{Zijk>0:)’ijk:1} + I{Zijk<O:YiJ'k:0} de forma mutuamente
independente.

m Passo 2 : Simular os tracos latentes utilizando 0j|(.) ~ N(?;/}\gjk é\jk,'LZgﬂ(),
mutuamente independentes, em que (/jx conjunto de itens que

respondidos pelo individuo j do grupo k)

~ Mo,
O = Z Zijkai + Z aibi + 7/)91k ,
ik

i€ ljk i€ljk

{b\gjk = i + Z ai2
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Condicionais completas: AG - M2P

m Passo 3 : Simular os pardmetros dos itens através de
¢l) ~ N(\TICI,Z,-, lTJCI,), de forma mutuamente independente, em que

-~

t —1
¢, = Hizi +WV: p.,
~ L
W, = (HiH.+w)
Hi.. = [0 —1]e1;,

1; é uma matriz indicadora de dimens3o n x 2 cuja linhas assumem o
valor do vetor com Q’s ou 1's consoante o individuo j, do grupo k
responde ou n3o ao item i e ® denota o produto de Hadamard, o qual
multiplica de forma pontual os elementos correspondentes de matrizes de

mesma dimens3o, Horn and Johnson (1991).
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Condicionais completas: AG - M2P

m Passo 4 : Simular as médias populacionais através de

to |() ~ N(zzukﬁgk,@w), de forma mutuamente independente, em que

Nk

~ ajk ,U/O
fio, =

" — Yo, Yo’

-~ Ny 1 -1
"bw (ka ¢O>
m Passo 5 : Simular as varidncias populacionais g, |(.) ~ /G (T, Rk), de

forma mutuamente independente, em que

5. o= M + vo

k - 2 )
_ SO — 1, )* + Ko
Kk = )

2
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Modelo de 3 parametros, Sahu e Beguin and Glas

m Beguin and Glas: Simular Ujy de Bernoullis como em
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_TRI_Intro_
MI685_2S_2017_Full_MCMC.pdf, pagina 16. Depois, dado Uy
simular Zj ind. N(ai0jk — bi, 1)z, uz 3, €M que

/{z,-,-k,u,-jk} = /{ZijkEO:Ufjkzl} + I{ijk<07Uijk:0}'
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Condicionais completas: AG - M3P

m Varidveis Z e U (slides seguintes)

m Tragos latentes e pardmetros dos itens: como para o modelo M2P.

m Pardmetro de acerto casual:
il(Joeta(r + 3251 ey, v s + Sir Dger, (1= ui) (Sahu) e
Gil()beta(s + Sy Y e w0 Yiiko T+ Soes Sojen, Uik —
Zjeliluijk:O yijk) (Beguin and Glas), em que /i é o conjunto de

individuos do grupo k, que respondeu ao item /.
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Modelo de 3 parametros, Sahu e Beguin and Glas

m Sahu: Proceder da seguinte forma:

Simulando Yj; Uj Zj
Zj 0 0 N(ai0jx — bi, 1)z <o)
Zj 1 0 N(aif — bi, 1)z, >0)
Zj 1 1 N(aifj — bi, 1)
Ui 0 0 qualquer valor
m 1 1 <0
Uj 1 Bernoulli(¢) >0
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Algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs

m Simular 91(.;) ~ g(0j|C(t_1),y”)(condicional completa), paraj=1,...,n
independentemente, considerando como priori uma N (0jk\p9jk,ag_k) através de :
J
(a) Simular o) ~ N(G(tfl) Yo, )
i w0k

(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceita¢do 9}:) = 9}:)

() _ 2
L, 05))exp { (efk “ij) }
1

Z(Tg_k
1 * . gl
;i (01(: )> Gj(k )) = min (9({71) )2 s
; — K,
L(g(t—l),eﬂffl))exp Uk 2 0k
J 2091_k

(c) Aceitar cada 0};) = 0}:) com probabilidade 7, caso contrario 9};) = ;;71
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Algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs (M2P)

m Simular C,(.t) ~ g(¢;16,y )(condicional completa), para i =1,...,/
independentemente, considerando como priori
f(¢i|Ti) = log — normal(a,-\ua,.,ogl_) X N(b,—|,ub/.,crg’_) através de :
(a) Simular ag*)
b e~ N(b{ 6 Y, iy, )
(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceitacio ¢(t) = ¢(*)

T (C(t_l),c(*)) = min {RC,-’ 1}

~ log — normal(aﬁ*)|a,(-t_1)7 ba;),
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Algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs (M2P)

com

(%) 2 (lnaﬁ*)fa,(.til))2

] e { - LA
(t=1) _ _(%))?

(t—1) 2 (Ina,. —a; )
A e { -

(c) Aceitar cada (gt] = Cﬁ*) com probabilidade 7;, caso contrario (gtl = Cgt_l)

X
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Algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs (M3P)

m Simular Cgt) ~ g(¢;10), y )(condicional completa), para i =1,...,/
independentemente, considerando como priori
f(¢ilTi) = log — normal(a,-\uai,agi) X N(b;|ubi,ail_) x Beta(cjloj — 1, 8; — 1)
através de :

()

b~ (BB ) e
clg*) ~ Beta(ci(*)|s,.(t_1) -1, ri(t_l) —-1)

(a) Simular a;"’ ~ log — normal(al(.*)|a§t71)7 )a;),

(b) Calcular o vetor de probabilidades de aceitacio ¢(t) = ¢(*)

- (C(H), c(*)) = min{Re,,1}
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Algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs (M3P)

L[ 0Mexp {—(()_)} e {—(()_b)}
aj b:

Rc. =

| L(Cgtil)’g(t))eXP {W} exp {W}
O'a/‘ (Ybl
[Cf*)} a,-72+51(t71)71 [a,(.*)]z exp {W }
a1
* et _ ()

(t=1)
Bj—2+r -1
:I(*) ! i

B — 1~ 1 -

(*)
=24 —1
ﬁ(si(zfl) 1, ri(t—l) 1 {1 - Ci(til)} Bj—2+r;

(c) Aceitar cada §,(.t) = §,(.*) com probabilidade 7;, caso contrario Cgt) = 4,(.“1)
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Algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs (M3P)

m Os pardmetros populacionais podem ser simulados tal como para o

amostrador de Gibbs.
m Verificacdo da qualidade de ajuste do modelo:

m Semelhante ao caso de um tnico grupo. Além dos niveis global,
individuos, e item, temos agora o nivel grupo.
m Nivel grupo: distribui¢do dos escores, propor¢do (e probabilidades)

de respostas corretas, p-valores etc.

Prof. Caio Azevedo
Modelo de grupos miiltiplos e Equalizagdo



Analise de dados

m Resultados 1: Estimacdo dos itens e parametros populacionais via

MVM e dos tracos latentes via EAP via mirt. Prioris para os tracos
j.i.d.
latentes: 0 "~ N(ua,, o, )-

m Resultados 2: Estimagdo via métodos bayesianos plenos via
WinBUGS. Prioris: a; "~" LN(0,4891;12,0531), b; "% N(0;0,5),

¢ "X beta(100,340), 6 "= N(uo,, vo,).

Prof. Caio Azevedo
Modelo de grupos miiltiplos e Equalizagdo



parametros dos itens

parametro de dificuldade
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mirt: pardmetros populacionais

médias populacionais variancias populacionais
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mirt: tracos latentes

grupo 1 grupo 2
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tracos latentes

densidades dos tragos latentes
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mirt: tracos latentes

trago latente

< 4
[e}
“ 1 s 1
| | | E
- ; :
o .
: °
' 1)
- '
0 :
8
~
)
T T T T
grupo 1 grupo 2 grupo 3 grupo 4

Prof. Caio Azevedo

Modelo de grupos m



mirt: distribuicoes latentes
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mirt: probabilidades de acerto

Grupos 1 & 2
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mirt: probabilidades de acerto
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propor¢oes de acerto

Item : 7
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MCMC : parametros dos itens

parametro de discriminacgéao

ea

Prof. Caio Azevedo
Modelo de grupos miiltiplos e Equalizagdo



: parametros dos itens
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parametros populacionais

meédias populacionais variancias populacionais
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tracos latentes
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tracos latentes
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tracos latentes
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tracos latentes
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tracos latentes

densidades dos tracos latentes
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proporcoes de respostas correatas

Item : 7
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proporcoes de respostas corretas

point—biserial correlation biserial correlation
o -
S
L
< _]
=]
<) @ |
< < L e
£ £ !
k7 5 < _| BT 11
83 <53 =3 i
= = \ i
K=} R} Al -
8 8 e &
= =
o
=] s = |
=]
~ .
=]
T

80

Prof. Caio Azevedo
Modelo de grupos miiltiplos e Equalizagdo



