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Histérico da estimacao na TRI

m Caracteristicas.

Ndmero elevados de parametros para estimar.
m A verificagdo das propriedades dos estimadores é muito complicada.
m Falta de identificabilidade.

m Necessidade de utilizacdo de métodos numéricos.

m Espagos paramétricos restritos.




Histérico da estimacao na TRI

m Midxima Verossimilhanga Marginal, MVM, (Bock and Lieberman, 1970).

B MVM via pseudo algoritmo EM (Bock and Aitkin, 1981).

®m Moda marginal a posteriori via pseudo algoritmo EM (Mislevy, 1986).

® MCMC via dados aumentados (Albert, 1992).

m MCMC via algoritmo de MH (Patz and Junker, 1999).

B Algoritmo EM via expansdo paramétrica (Rubin and Thomas, 2000).

m Algoritmo EM estocastico (SEM), (Fox, 2000).

m Algoritmo Robbins-Monro de Metropolis-Hastings (MHRM), Cai
(2010).

m Algoritmo CADEM (contidional augmented data EM) (Azevedo and
Andrade (2013)).
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Modelo logistico unidimensional de 3 parametros

1
P(Y; =1|(9,,¢;)) = c+(1- c;)m
i=1,...,1(item), j=1,...,n(individuo),
m Yj : é a resposta do individuo j ao item i. E igual a 1 se o individuo

responde corretamente e 0 caso scontrario.

m 0 : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressdo, etc) do individuo

| C,- : (a,-,b,-,c,-).
m a; : é o pardmetro de discriminagdo associado ao item i.
m b; : é o parAmetro de dificuldade associado ao item j.

m ¢ : é o parametro de “acerto casual’ associado ao item /.

arginal-perfilados bayesianos



m Seja € um pardmetro associado a um determinado modelo p(x|6)

verossimilhanca para o qual assumimos uma priori p(6).

T xl)el)
m Posteriori: p(f]x) = Jo p(x]0)p(6)dO

m Problema (na TRI): é muito complicado obter as posterioris
marginais de interesse, de forma analitica. Se 6 = (61, 63)’ elas

seriam dadas por p(61|x) e p(62|x).

m Uma solugdo maximizar a posteriori (marginal) dos pardmetros dos

itens.
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Estimacao por Maxima Verossimilhanca

m Maximizar a verossimilhanca:

1(6,¢) = HHP"J QLY

i=1j=1
m N3o identificabilidade
1-— Ci 1-— Cj
e ey B ,Dﬂ(M,M)
1+e © > O‘

Py = ¢+

1—g¢

= Gt —Da¥ (B/ffbl.*)

1+e
m Estimacgdo simultdnea.

m Invers3o de matrizes da ordem de n x I.

m Comprometimento das propriedades assintéticas dos estimadores.
m Alternativa : Estimag¢do marginal perfilada.
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m Considera-se uma distribuicdo de probabilidade para os tracos
latentes (ndo necessariamente no sentido bayesiano).

m Multiplica-se a verossimilhanga original por essa densidade porposta
e entdo integra-se com respeito aos tracos latentes.

m Maximiza-se, entdo, essa verossimilhan¢a marginal, com relacdo aos

parametros dos itens.

Suposicdo usual 8;|n ~ N(0,1), n = (x = 0,¢ = 1). Altamente

questionavel.
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Construcao da Verossimilhanca Marginal

m Probabilidade Marginal de Respostal

P(Y;j=y,l¢,n)=P(Y,i¢n) = /%P(Y.j:yjlﬁ,c)g(@,n)d@

/%P(Y.jw,og(a,n) o,

em que P(Y j|6,¢) = [I._, P/" Q' " e 1 é chamado de vetor

de pardmetros populacionais.
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Construcao da Verossimilhanca Marginal

m Verossimilhanga marginal

L(¢m) = HP 1¢m) = HAP(Y.1|9,C)g(97n)d9

j=1
= P(Y:|9»C:)g(‘9»77)d9
{1 e

m Posteriori marginal (considerando 7 conhecido)

L(¢,m)p(<)

Pl = THE myp(e)de
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m Log posteriori marginal

n I
> [ TIP(Y316.) 8 (0m)do +1np(<) + C.
=1 ‘R®ix

m Estimadores moda marginal a posteriori

ol (¢,
A
OP (Y jI¢,m) | Indp(C)
Z J\Cn) ac, T ac
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m Mas,
OP(Y,l&m) _ 0 .
e = g ) PV Qg (6.m)db

1P Yy, bh)) g(0,m)do

h=

iy

P(Y u|e<)) (6.7) do

I
s~
N T
T
=
=
=
o
=
v
A
Q.')
J\,

/ OP(Yil0,¢;) /0¢;
R P

(Y;10.¢) ) P(Y l6.¢) g (0,n)dob.
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Além disso,
8P(YU|CI?0) _ i Yij AL—Yij
¢, oK (P" @ )
_ . pri—t (0P 1=y Vi (1 _ vy o—Yi [ —9Pi
= YiP; <8<i)Qi + P (1 —yi) @ ( ac, )
= et a-m o] (5)

Notemos que o termo entre colchetes vale 1 quando y; =1 e -1 quando
yi = 0, portanto, podemos reescrevé-lo como (—1)***. Com isso,
PO _ (s (92
a¢; a¢;
Note agora que
(-1 PQi Qi, seyj=1

- = lyi — Pyl
PiQ —P;, sey;=0
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m Dessa forma, temos que

T e Ui (22)
plY,.cyac il e ="p0" 5 ) -

Logo,

e N

m Adicionalmente, vamos supor que p(¢) = H, 1 p(ai)p(bi)p(ci).

] P(Y j10,¢) g (6,m)do
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Portanto,
a - (1-¢) Z/[ yi — Pi) (0 — bi) Wil g7 (0) + a(:):0
bi @ —ai(l-c) Z/[ vi — Py Wilgr (6) + 8/;(5,-):0
N Wi . ap(ci) _
o ;A[(yu—P,)W}g;(e)+ () o,
em que,

g (0)=g0ly;,¢.n) = P(‘;'J{|3’_j)cfgr§)9n)'
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Forma de quadratura

0 ()03 [y Pa) (5 ) Wil gf ) + 220
j=1 1=1 j
b —ai(l-c) Z[(yij Pi) Wil g (6:) + (“)Iryz(.b,-) =0
j=1 =1 ,
. ot Wil .~ dnp(ci) B
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Equagdes de Mislevy
. v n 8' i
o (@)Y [(Fa - FaPy) @ - b) wa] + 2P g

63,‘
I=q
q
91In p(b;)
bi : Z i — IIPII I/:|+ =0
=1 ob;
q
W,-/ dlnp(c)
i : i ilri :0,
" Z{ o) |+ 2

em que
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1, se o individuo j responde (é submetido) ao
X = item i e possui habilidade em torno de 6,

0, caso contrario.

E(F,/‘Y,C,T[) - Zg(X(I)J/|YaC7T’) :Zgj* (5,) :?”
Jj=1 j=1

ERIIY .¢m) = D E(viXpalY..¢.m) = vig (0) =T
j=1 j=1
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Pseudo Algoritmo EM (versido bayesiana)

m Calcula a moda a posteriori na presenca de dados faltantes (processo
iterativo).

m Aplicagdo na TRI : considerar as proficiéncias como os dados n3o
observados.

® Implementagdo do pseudo algoritmo EM
Seja p(¢|Y..,0) a posteriori conjunta do dados completos . Se Z(t) é uma

. . . - ~ ~ ~(t+1
estimativa de ¢ na iteragdo t, entdo os passos EM para obtencdo de C( )

s3o (1)
Passo E: Calcular E[lnp(¢|Y..,0)|Y ., ¢ ]

~(t+1
Passo M: Obter C(H ) que maximiza a fun¢3o do Passo E.
m No passo M a mazimizag3o pode ser feita utilizando o algoritmo

Newton-Raphson/Escore de Fisher.
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m Considere uma populagdo divididade em g categorias de proficiéncia

e que dela se extrai uma amostra de tamanho n.

m Suponha que as propor¢Ses no item anterior sdo dadas por

= (m,...,7q).
m Denote por fi=(fi1,--- ,fiq)’ a quantidade de individuos em cada
nivel de habilidade e r; =(ri1,--- ,riq)" a quantidade daqueles que

respondem corretamente ao item i com nivel de habilidade /, ambos

observados na amostra. Além disso r = (rq,---,r;).
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m A probabilidade conjunta que os f; individuos tenham habilidades 6,

I=1,---,q, é dada pela distribuicdo multinomial:
ol Tron
P(F;:f;|7r):P(fi|7T):mlljl7rj7 i=1,---,1,

m Dados f; e 6, a probabilidade de ocorrerem r; acertos ao item /i

dentre as f; tentativas (respostas) por individuos com habilidade 8, é

— — ﬁl ra ~Fi—r;
P (R = ralfu, 01) = P(ralfu, 0)) = Py @y,
ri
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m A probabilidade conjunta de f e r, dados 8 = (61,--- ,0,) e, é

P (F =f,R=rl|6, 7r) P(f,r|0,7) = P(r|f,0,7)P(F|0, )

= P(r|f,0)P(f|r)
I

_{HHP r,/|f/,0/ }{H (f,|7r)}
i=1I=1 =1
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m Segue que a log posteriori para os dados completos é :

I a
In P(f|) + Z Z In P(ralfy, 0r)

ni() =
i=1 |=1
L fi
= |nP(f|7T)+ZZ In +r,-/|nP,-,+(f,-,fr,-/)|nQ,-,
i=1 I=1 ri

q I
= C+ZZ{H/|HP//+(1‘;/—r,-/)InQ,,}+|np(C)’

I=1 i=1
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m Tomando a esperanca da log posteriori, condicionada a (Y’ ,¢’)’,

para os dados completos, temos que

I a
ElnL(O)I(Y',¢)T = E+ZZ{Fillnpil‘f'(?il_Til)anil}a

i=1 /=1

em que

Fi=E[r|Y ,¢l, fa=E[f]Y._,¢{] e C=E[C|Y_ ]
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m Dessa forma, os passos E e M s3o :

Prof. Caio Azevedo

Passo E

Usar os pontos de quadratura 6, os pesos A,

I =1,--- g e estimativas iniciais dos pardmetros dos
itens, ¢;, i=1,---,/, para gerar g7 (0)) e,
posteriormente, 7y e fiy, i=1,--- ,lel=1,---q.
Passo M

Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equacdes
de estimagdo para ¢;, i =1,---,/, usando o

algoritmo de Newton-Raphson ou Escore de Fisher.
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Abordagem hierarquica

Posteriori marginal

n 1 )
p(C.mly.) o H/%HP(Yijlﬁc,-)g(@,n)d@ {HP(C;|7';)}

i
i=1

Log posteriori marginal

n I 1
Inp(¢,mly.) o ZIn/HP(Y;j\e,c,-)g(e,n)de {Zlnp(c,-lr,-)}
=1 “Rizx i=1
1
{3t}
i=1
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Abordagem hierarquica

Maximizar a log posteriori marginal

D np(cmly) f'n/HP Yil0.¢;)g (0,m) df

a¢;
Y {ac'”p( i}
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Parametro a

1 1
p(ailia, 03) = Vomao, P {—%2('“ ai — uaﬂ :
1Y aj

aj

Parametro b

1 —(b,’ — Mb~)2
b,' ‘9 0'2, = ex :
p(bilps;, 0p,) Vron p { 207

Parametro ¢

o M+ Bi=2)
p(cilei, Bi) = Mai = 1)I(B — 1)Ci
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S(Ci)B = Z

com

l—C,‘

Inai — pa |
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02 "
Seaa neCaly.) = Yt In/HP Yil6.¢,)g (6.n) o6

0
{m In P(Ci|7'i)}

q
1(¢)em = > _ fuP; Qihihy — A

=1

[0’3[_ +Ina; — pa, — 1}

13,03, .
S 0 =
A; 7
j—2 =2
: I e
¢ (1-a)
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Maxima Verossimilhangca Marginal - MVM:

Prof. Caio Azevedo

@

@

O O O &

Possui propriedades assintéticas: as estimativas dos parametros a;,

b; e ¢; s3o consistentes;

Uma vez estimados os pardmetros dos itens, pode-se estimar as

habilidades através de métodos simples;

Permite resolver o problema de indetermina¢do (métrica) relativo ao
modelo,uma vez que se atribui um pardmetro de escala e de posi¢do

para a distribuicdo das habilidades;

Permite caracterizar empiricamente a distribuicdo dos tracos latentes;
N3o esta definido para itens com acerto total ou erro total;

E bastante trabalhoso computacionalmente;

Apresenta problemas na estimagdo do pardmetro ¢; em alguns casos;
deve ser usado somente com um nimero suficientemente grande de

respondentes.

Necessidade do estabelecimento de uma distribuicdo para 6;

Métodos de estimaga

moda m:

al a posteriori/marginal



Moda marginal a Posteriori - MMAP:
@ Definido para qualquer padr3o de resposta;

P Uma vez estimados os pardmetros dos itens, pode-se estimar as

habilidades através de métodos simples;

@ Permite resolver o problema de indeterminagdo (métrica) relativo ao
modelo,uma vez que se atribui um paradmetro de escala e de posi¢ido

para a distribuicdo das habilidades;
@ Permite caracterizar empiricamente a distribuicdo das habilidades;
(=) E mais trabalhoso computacionalmente do que o MVM;

Necessidade de distribuigdes a priori para os pardmetros dos itens.

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagio: moda marginal a posteriori/marginal



s

m E possivel atualizar a distribuicdo dos tracos latentes.

m Método de maxima verossimilhanca n3o-paramétrica (Mislevy

(1982)).
m Utiliza as quantidades f; devidamente padronizadas.
m Especificar uma priori em forma de histograma.
m Mistura de normais.

Os erros-padrdo pode ser obtidos através da inversa da Informacio

de Fisher. Para outras op¢des veja o manual do mirt.
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De posse das estimativas dos pardmetros dos itens constroi-se uma

verossimilhanca perfilada para estimar as proficiéncias

L(6,b) = P(Y HHPy’f Q"

i=1j=1

Log posteriori perfilada
Ing; (6;) = Const +In P(Y ;16;,C) + In g(6;|n).
Equacdo de estimagdo bayesiana

dIng’(6;) Oln P(Y.j|9jvo dIng(6;n)
00, a6, 6

=0.
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Informagdo de Fisher

S AL TS 1
1(6;) = Z P;Q; Wih =
i=1
Algoritmo Escore de Fisher
é}ﬂrl) — gj(_t) + /(9]('75))—15(9}15))

P Qr
em que Wj; = PU,QZ e hj=ai(l—q)

Erros-padrdo: inversa da informac3o de Fisher.
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16,0)g(6
g(ely.ja Ca 7]) = P(yPJ(y Tz.;gf’)hl)

Segue que a esperanca da posteriori é

Ji 08(0n)P(y ;16,¢)d6
[ g@m)P(y ;10.¢)do

0, =EWly, ¢.m) =

S 0P(Y 161, $)e(01]m)
g6y i, ¢, ~ Elbily ., ¢,nl = — ~
S 0iP(Y 41601, 0)A

L P(Y j101,0)A
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E a variancia a posteriori

J (0 —E(0 ))2g(9ln)P(y.j\9,C)d9
T &(0lm)P(y ;10,¢)do

Var (0;) = Var[9\y,j7Ca77] =

Z{G/ & [0ily ;¢ "7]} P(Y 161, ¢)g(0im)
Var [gjly.ﬂ ¢ 7]] = g
> P(Y 101,¢)g(@)ln)

Erros-padrao: raiza quadrada da varidncia a posteriori.
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e Maxima Verossimilhanca - MV :
@ Para testes “longos” produz estimadores n3o
viciados;
© N3o estd definido para alguns padrdes de
resposta.
e Bayesiano - EAP :
Definido para qualquer padrdo de resposta;

Possui o menor erro médio;

Viciado;

O O & &

Exige célculos mais complexos do que o

método de MV;

O

Necessidade de uma distribuicdo a priori

para 6.
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e Bayesiano - MAP :
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@ Definido para qualquer padrio de resposta;

6 Viciado.

© Exige calculos mais complexos do que o
método de MV;

© Necessidade de uma distribuicdo a priori

para 6.
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Resultados: modelo 1

parametros de dificuldade parametros de dificuldade
™ o o
~ o ~
- o -
= S
= =
1 =
< [
s i -
- £
s
7 E
@ @
3
- - |
1 1
o~ o~
b )
| o |
[ T T T T T T v T T T T T T
-3 -2 -1 o} 1 2 3 -3 -2 -1 o} 1 2 3
valor verdadeiro valor verdadeiro
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Resultados: modelo 1

true value/estimate - MV
0
L
o
et
true value/estimate - MMAP
0
I
.
et

perfilados bayesianos



Resultados: modelo 1

tracos latentes tracos latentes
. Nl
<
~ o
N
> a
= &
! [
3 <
£ o 2 o -
= w
£ £
3 3
® 8
< |
0
N
T
~
}
s 4
i
.
o
T T T T T T T [
-3 -2 -1 0 1 2 3
verdadeiro verdadeiro
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Resultados: modelo 1

verdadeiro
2 1 o 1 2 a3

trago latente

estimativa - MV

g J
- -2 o 2 a

trago latente

estimativa — EAP

- -2 -1 o 1 2 3

trago latente
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Resultados: modelo

1

trago latente

o
-
o
o
° o
o
e T o
~ ! : :
o
~ ; | |
v ! | |
o \
] ‘ °
o
+
;
o

T
verdadeiro

Prof. Caio Azevedo

T
estimativa - MV

T
estimativa - EAP
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Resultados: modelo 2

parametro de dificuldade parametro de dificuldade

estimativa - MV

0

L
estimativa - MMAP

-1

-2
|

T T T T T T T T T
-3 -2 -1 o 1 2 3 -2 -1 o 1 2

valor verdadeiro valor verdadeiro
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Resultados: modelo 2

MV MMAP

true value/estimate
0
2l
o
e
vt
true value/estimate
0
I
-
-
HH
o
= ]




Resultados: modelo 2

parametro de discriminacao parametro de discriminagéo
N . . S . e
- - |
— —
o o |
— —
= S
= =
| =
S o ! o
£ 3 £ 31
£ k=1
B E
@ @
3
* @ _|
=] S
~ ~
=] S
© ©
S e S e
T T T T T T T T T T T
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
valor verdadeiro valor verdadeiro
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Resultados: modelo 2




Resultados: modelo 2

tragos latentes tragos latentes
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verdadeiro verdadeiro
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Resultados: modelo 2

verdadeiro
2 1 o 1 2 a3
trago latente
estimativa - MV

- -2 o 2 a

trago latente

estimativa — EAP

densidade
00 01 02 03 04 05

trago latente
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Resultados: modelo 2

trago latente

o
< o
o
a o
[ - E— o
) ' S
; : o
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o : o
R S—
g (e}
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T T T
verdadeiro estimativa - MV estimativa - EAP

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagdo: moda marginal a posteriori/marginal-perfilados bayesianos



Resultados: modelo 3

parametros de dificuldade parametros de dificuldade

estimativa - MV

0

L
estimativa - MMAP

-1

T T T T T
-2 -1 o 1 2

valor verdadeiro valor verdadeiro

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagdo: moda marginal a posteriori/marginal-perfilados bayesianos



Resultados: modelo 3

MV MMAP

true value/estimate

t lue/estimat
- 0
1 1
——
—_——
—_——
i
———
——t
[




Resultados: modelo 3

parametros de dificuldade parametros de dificuldade
N . . S o o e
— —
PR . 4 .
o =
= . S .
= S
= =
| =
S o Lo
£ 3 £ 31
£ k=1
5 £
@ 7
3
* @ _|
=] S
~ ~
=] S
@ @ |
=] S
T T T T T
2 3 4 15 2.0
valor verdadeiro valor verdadeiro

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagdo: moda marginal a posteriori/marginal-perfilados bayesianos



Resultados: modelo 3

MV MMAP

1L éwHW
uwum |

o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30




Resultados: modelo 3

| | o HHHWM




Resultados: modelo 3

tragos latentes tragos latentes

©
® o
~
o
> o
= ]
! 1
g g
= k| i
£ £ °
8 g
-
T
P
L L]
. o
L]
. . . . . . .
-3 -2 -1 o 1 2 3

verdadeiro verdadeiro

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagio: moda marginal a posteriori/marginal-perfilados ba



Resultados: modelo 3

verdadeiro
2 1 o 1 2 a3
trago latente
estimativa - MV
8 _

trago latente

estimativa — EAP

densidade
00 01 02 03 04 05

trago latente

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagdo: moda marginal a posteriori/marginal-perfilados bayesianos



Resultados: modelo 3

trago latente

©
5
<
o
8 8
4?; H e
o~ - H ' (R © E—
7 .71 - ] BB/
o~ : : :
! i B o
I} :
8 T
T4 o
o
© |
L Q
8
o
T T T
verdadeiro estimativa - MV estimativa - EAP

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimag3o:



