Gabarito 2° Prova - MA211

1ol
/ / sin(y?)dydz.
0 Jx

Solu¢ao: Comegaremos fazendo o esboco da regiao de integragao,

1. (2,0) Resolva a integral dupla

Desenhe a regiao de integragao.

Como a funcdo sin(y?) nio possui primitiva elementar entdo para calcular a integral precisamos
mudar a ordem de integracao. Para isso, observe que a regiao de integragao pode ser escrita
na forma {(z,y) € R? : 0 <y < 1,0 < z < y}. Como a fungao que estamos integrando é

continua na regiao de integragao podemos usar o Teorema de Fubini e obter
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Por fim, integrando primeiro em z e depois fazendo a substituicio u = y? obtemos o seguinte
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Portanto,



2. (2,0) Calcule a massa e o centro do massa da lamina que ocupa a regido triangular no plano

delimitada pelas retas y = 1, 2 =3 e y = 2 + 1 com densidade p(z,y) = x.
Lembre que a massa m e o centro de massa (Z,y) de uma lamina que ocupa uma regido D no

plano sao dados por
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Solugdo: Esbogo da regiao

y=x+1

y=1

Observe que a regiao pode ser escrita como D = {(z,y) ER?: 0< 2 <3, 1<y <x+1}

Primeiro vamos calcular a massa m:
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Agora vamos calcular o centro de massa:
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Portanto, a massa da lamina é 9 e o centro de massa (9/4,17/8).



3. (2,0) Considere a integral dupla em coordenadas polares
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(a) (0,8) Esboce a regiao de integragio no plano cartesiano.
Sugestao: Analise a imagem das retas § = 0,7/4, /2,37 /4, .

(b) (1,2) Calcule e interprete geometricamente a integral I.
Solugdo:
(a) A transformacao de coordenadas polares para cartesianas é dada por:
x = rcos(d),y = rsin(0).
Observe que a regiao de integragao em coordenadas polares é
R={(r,0):0<0<m0<r <sin(9)}.

Para descobrirmos a imagem desta regiao em coordenadas cartesianas vamos analisar o

ocorre para certos valores constantes de 6 (veja na figura abaixo):

— 6 = 0: Neste caso r = 0, que em coordenadas cartesianas é (0, 0).

— 0 = 7 /4: Neste caso teremos 0 < r < V2 /2, que em coordenadas cartesianas é a reta
que liga a origem ao ponto (1/2,1/2).

— 0 = 7/2: Neste caso 0 < r < 1, que em coordenadas cartesianas é a reta que liga a
origem ao ponto (0, 1).

— 0 = 3n/4: Neste caso 0 < r < \/5/ 2, que em coordenadas cartesianas é a reta que
liga a origem ao ponto (—1/2,1/2)

— 0 = m: Neste caso r = 0, que em coordenadas cartesianas é (0,0).

(Outra forma de encontrar a regido seria observar que como r? = 2% + y? e rsin(f) =

2

y entdo a equagdo r = sin(f), que é equivalente a r* = rsin(f), pode ser escrita em

coordenadas cartesianas como 22 + y? = y, ou seja, 2% + (y — 1/2)? = 1/4.)
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Logo, temos o seguite esbogo da regiao:
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(b) Vamos calcular I:
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Geometricamente, temos que I em coordenadas cartesianas representa a area da regiao
D, que é o disco de raio 1/2 e centro (0,1/2). Como a &rea de tal regido é m/4 o valor
encontrado para I estd de acordo com a interpretagao geométrica.
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4. (2,0) Calcule o volume da regiao delimitada por cima pelo cone z = y/x2 4+ y2 e por baixo pela

esfera 2% + 32 + (2 — 1)? = 1 utilizando coordenadas esféricas.

Solugdo: Primeiro vamos fazer um esbogo da regido.

Em amarelo temos o cone e em azul a esfera.

Chamemos de E a regiao descrita no problema. Entao, o volume de E é dado pela integral
f f f pdV. Para calcular esta integral vamos fazer a mudanga de varidveis para coordenadas

esféricas, ou seja,

x = pcos(f)sin(¢),y = psin(f) sin(¢), z = pcos(¢),p > 0,0 < ¢ < 7,0 < 0 < 2.

Portanto, para encontrar a equacao da esfera em coordenadas esféricas basta substituir os

valores acima na equacao cartesiana da esfera,
(pcos(8) sin(6))* + (psin(9) sin(4))* + (pcos(9) — 1)? = L.

Simplificando a expressdo acima chegamos a: p = 2cos(¢). Observe que como p > 0 devemos
ter 0 < ¢ < /2, 0o que também pode ser verificado geometricamente. Logo, a equagio da
esfera em coordenadas esféricas ¢é

p=2cos(),0< p<7/2,0<6<2m.

Fazendo a mesma substituicao na equagao do cone obtemos,

peos(d) = \/(pcos(0) sin())? + (psin(6) sin(9))2.

Simplificando a expressao acima e usando que p > 0 e sin(¢) > 0, para 0 < ¢ < 7, obtemos que

pcos(¢) = psin(¢), donde segue ¢ = /4. Logo a equacao do cone em coordenadas esféricas é

¢o=m/4,p>0,0<6 < 2m.

Logo, a regiao E pode ser escrita da seguinte formas:

E = {(pcos() sin(¢), psin(f) sin(¢), pcos(¢)) : 0 < < 2m,7w/4 < ¢ < 7/2,0 < p < 2cos(¢)}.



Portanto,
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observe que acima fizemos a mudanga de varidveis u = cos(f), du = — sin(6)d#.

Logo, o volume do sélido descrito no problema é /3.



5. (2,0)Seja @ a regido limitada pelo quadrilatero com vértices (0,0),(1,2),(3,—1) e (4,1).

(a) (0,5)Esboce a regido @ no plano zy.

(b) (1,0)Considere a transformacao u(x,y) = 2z —y e v(z,y) = = + 3y. Esboce a imagem da
regiao () através desta transformacao no plano uv.

(c) (0,5)Calcule
// (z + 3y)e2r—v)@+3y) g4
Q

Solugao:

(a) Esbogo da regiao Q

Regidao Q

(b) Primeiro observe que a regidao @ é limitada pelas retas

—r+7 x
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Para encontrar a imagem de @ pela transformacdo u(x,y) = 2z —y e v(z,y) = = + 3y
vamos escrever z € y em termos de u e v e usar as equagoes que descrevem a fronteira de

@ para encontrar a fronteira da imagem de . Temos que

x73u+v 72v7u
= Y = 7

Portanto, a imagem das fronteiras de @ pela transformagao sera

— imagem de y = 2z é u = 0;

—imagemdey:_3+7év:7;

— imagemdey=2zx—-T7éu=T;
— imagem de y = —5 é v = 0.

Com as informagdes obtidas acima podemos fazer o seguinte esbogo:

Imagem da regido Q
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(¢) Fazendo a mudanga de varidveis u(z,y) = 2z — y e v(z,y) = = + 3y temos que
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Escrevendo x e y como fungoes de u e v obtemos que
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Logo,
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ou seja,



