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(1) Mostre que as sequências abaixo são
sequências delta:

(a) δn(x) =
n

π

1

1 + n2x2
,

(b) δn(x) =
n√
π

e−n
2x2 .

(2) Estabeleça o seguinte limite (no sen-
tido distribucional):

lim
t→0±

ln (τ + it) = ln |τ | ± iπH(−τ),

onde estamos tomando o ramo principal
do logaritmo, ou seja, | arg(τ + it)| < π e
H(τ) é a distribuição de Heaviside. Re-
lacione essa expressão com a fórmula de
Plemelj-Sochozki.

(3) Mostre que, para t→∞,

(a)
eixt

x− i0
→ 2πiδ(x), (b)

e−ixt

x− i0
→ 0,

(c)
eixt

x+ i0
→ 0, (d)

e−ixt

x+ i0
→ −2πiδ(x).

Sugestão: use um dos lemas usados na
demonstração do teorema de Fourier no
curso de Métodos II.

(4) Mostre, para a constante, a > 0, e

f(x) = Pf
H(x)

x
,

que não é correto escrever

f(ax) = Pf
H(ax)

ax
.

(5) Sejam y e τ números reais com τ > 0
e y 6= 0. Mostre que

δ(eyt − τ) =
1

|y|τ
δ(t− y−1 ln τ).

(6) Mostre que

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− xi)
|f ′(xi)|

,

onde xi são os zeros de f(x) no intervalo
onde essa função está definida.

(7) Calcule

(a)

∫ ∞
−∞

δ(x2 − 5x+ 6)(3x2 − 7x+ 2) dx,

(b)

∫ ∞
−∞

δ(x2 − π2) cosx dx.

(8) Para f(x) ∈ C∞, mostre que

f(x)δ′(x) = −f ′(0)δ(x) + f(0)δ′(x).

(9) Mostre que

(a) (sin ax)δ′(x) = −aδ(x),

(b) [H(x) sin ax]′′ = aδ(x)− a2H(x) sin ax,

(c) eαxδ(ν)(x− a) = eαa
ν∑
k=0

(
ν

k

)
(−α)ν−kδ(k)(x− a),

(d) xnδ(m)(x) =


0, m < n,

(−1)nn!δ(x), m = n,

(−1)n m!
(m−n)!δ

(m−n)(x), m > n.

(10) Mostre que

(a) δ(k)(ax+ b) =
1

ak|a|
δ(k)(x+ b/a),

(b) δ′(x3 + 3x) =
1

9
δ′(x).

(11) Mostre que

y(x) = c1 + c2H(x) + ln |x|,
onde c1 e c2 são constantes arbitrárias, sa-
tisfaz a equação

xy′ = 1.

Interprete esse resultado – ou seja, a pre-
sença de duas constantes arbitrárias na
solução de uma EDO de primeira ordem.

(12) Mostre que

E(x, t) =
H(t)

2
√
πt

e−|x|
2/4t

satisfaz a equação

Et − Exx = δ(x)δ(t).



(13) Mostre que

(f(x)H(x)) ∗ (g(x)H(x))

= H(x)

∫ x

0

f(ξ)g(x− ξ) dξ.

(14) Mostre que

(a) (xH(x)) ∗ (exH(x)) = (ex − x− 1)H(x),

(b) (sin xH(x)) ∗ (cosxH(x)) =
1

2
x sinxH(x),

(c) (f(x)H(x)) ∗ (H(x))∗
n

=
H(x)

(n− 1)!

∫ x

0

(x− ξ)n−1f(ξ) dξ,

onde usamos a notação

(H(x))∗
n

= H(x) ∗ · · · ∗H(x)︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

(15) Mostre que

(a) H(x) ∗ Pf
H(x)

x
= lnxH(x),

(b) δ′(x) ∗ Pv
1

x
= −Pf

H(−x)

x2
− Pf

H(x)

x2
,

(c) xk(f ∗ g) =
k∑

n=0

(
k

n

)
(xnf) ∗ (xk−ng).

(16) Seja fα(x) dada por

fα(x) =
1

π

α

α2 + x2
, (α > 0).

Mostre que

fα ∗ fβ = fα+β.

(17) Calcule as seguintes transformadas
de Fourier:

(a) F [xH(x)] = −iπδ′(k)− Pf
1

k2
,

(b) F [xH(−x)] = −iπδ′(k) + Pf
1

k2
,

(c) F [sgn(x)] = 2iPv
1

k
,

(d) F
[
Pv

1

x

]
= iπ sgn(k),

(e) F [ |x| ] = −2 Pf
1

k2
,

(f) F
[
Pf

1

x2

]
= π|k|,

onde sgn(x) é a função sinal e

Pf
1

x2
= Pf

H(x)

x2
+ Pf

H(−x)

x2
.

(18) Use L[f(t)](σ−iω) = F [f(t)e−σt](ω)
para mostrar que

L[δ(at− b)] =
1

|a|
e−sb/a,

onde s = σ − iω.

(19) Sabendo que

L[H(t) ln t] = −γ + ln s

s
,

onde γ = 0, 5772 . . . é a constante de Eu-
ler, mostre que

(a) L
[
pf
H(t)

t

]
= − ln s− γ,

(b) L
[
pf
H(t)

t2

]
= s(ln s+ γ − 1).
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