MS428 - RESOLUCAO DA PROVA 02 - 19/10/2010

Prof. Moretti - ’ Respostas sem justificativas nao serao consideradas para correcao

Nome: RA:

Esta prova é composta de trés questoes.

Questao 1: Considere o seguinte PPL

Maximize =z = 2x1 + 1229 + Tx3

sujeito a
T, + 3x9 + 273 < 10000
211 + 229 + T3 < 4000

T1,T2,T3 ZO

cuja solucdo 6tima é dada pelas equagdes basicas abaixo

Try4 = 2000 + 3%1 + o + 2%5
r3 = 4000 — 2%1 - 2I2 — T
z = 28000 —12x1 — 229 — Tx5
Pede-se:
(A) D& B~

Com as restrigSes sdo do tipo ’’<’’ temos que as colunas de B~! sdo formadas pelas colunas das variaveis
de folga. Como as equagdes basicas sfo escritas na forma [z = B 'b - B7!N, temos que a primeira
coluna de B~! & (1,0)t porque x4 é basica e, portanto, ndo estd & direita da igualdade e assim mantém

o sinal. A segunda coluna é (—2,1)" que corresponde & coluna ys = B las. Isto &,

1 -2
-1 _
o=y 7
(B) D& B.
B & formada pelas colunas [a4,a3] logo, B = { é ? ]

(C) Dé (z; — ¢;) para j =1,2,3,4,5.
A linha de z nas equagdes béasicas 1lé-se: 2z =28000— 122y — 229 — 0z3 — Oxy — 7x5 temos

zZ1—C = 12
Z9 — 29 = 2
23 — 23 = 0
Z4 —C4 = 0
Z5 —Cy = 7

(D) D& B~N.
Pelas equagdes basicas temos que xp = B~'b— B !Nzy
-3 -1 =2
—1 _ _
B N_ [y173/273/5] - |: ) ) 1 :|
(E) De ctBB_l.
Lembre-se que o custo reduzido z; —c¢; = C%aj —c¢; para cada j,logo, para as variaveis de folga que

tem a; = e¢; temos que o custo reduzido da i-ésima varidvel de folga nos dd o i-ésimo componente de
c,B~1. Assim sendo, c4,B7! =[z4 —c4,25 — 5] = [0,7]



(F) Suponha que o lado direito da segunda equagao seja trocado para 4000 4+ 6. Qual é o intervalo de § que
mantera base atual étima?
Olhando nas equagdes basicas

eg = B'b—B7'N
z = BB —(5B7IN —cen)an
vemos que o aumento de um componente do vetor b pode causar uma infactiblidade, a otimalidade nZo

é afetada, pois, os custos reduzidos ctBB_lN—cN) ndo sdo em fungfo de b. Logo, temos que garantir
que
. _1 | 10000
s = B [ 4000 + &
1 =2 10000
|0 1 4000 + 6

[ 10000 — 8000 — 26
| 4000 + 6

[ 200025

~ | 4000 + 6

Isto quer dizer que se

2000 — 26
= >
B [ 4000 + 6 } =0
entfo § deve estar no intervalo [—4000,1000].
(G) Escreva o valor 6timo de z como funcao de 4.
Na linha da fung&o-objetivo 1lé-se z :ctBB’lbf(ctBBle—cN):cN, apenas o valor da fung&do-objetivo
é em fungdo do vetor b. Assim sendo,

. _ [ 200025
= B 4000+

2000 — 20
= 07 { 4000 + & }
= 28000 + 76

(H) Suponha que aumentar o lado direito da segunda equacdo envolva uma expansdo no setor de manufatura da
empresa. Isto envolve um custo fixo bem como um custo variavel que é fungao de . Em particular,

0 sed =0
h(§)—{ 30004+36 sed >0

Qual é o ponto de "break-even”, isto é, o ponto aonde o custo h(d) e o lucro de se adicionar § sdo iguais. Qual
seria o valor 6timo de 67
Queremos o ponto aonde o custo se iguala com o lucro, logo,

3000+30 = 76
46 = 3000
0 = 750

Questao 2:Considere as equacdes basicas abaixo provenientes de um problema de minimizacdo com restricoes
do tipo " <" (assuma que x3, 24, T5 sdo varidveis de folga).

r1 =cH+2x9 — lay
r3 =d+ lzg — 214
T5 :€+0$2—35€4

z =f—axe—bxy



Suponha que a < 0,0 <0 e c¢,d,e > 0. Pede-se :

(a) Ache B~1.

Da mesma forma que na questdo 1, B~! estad sdo as colunas das variavéis de folga com os sinais trocados
01 0
1 2 0
0 3 1

(b) Estamos no étimo ?
Como a<0,b<0 e o problema é de minimizac8o estamos no 6timo,pois, os custos reduzidos das variaveis
ndo-basicas satisfazem o critério de otimalidade.

(¢) Ache o problema original.
As equagdes basicas do problema original s&o dadas por x3,%4,Ts que formam a base trivial. Assim
sendo, precisamos forgar a variadvel x4 a entrar na base

Ty = c— T+ 220

r3 = d+x9—2c+2x1 — 4o
= (d—2c)+2x; — 329

z5 = e+ 0xy—3c+ 3z — 622

= (e—3c¢)+ 3z — 6z
z = f—axe—bc+ br; — 2bxs
= (f—be)+bxy — (a+ 2b)xs

onde (f —bc) é igual a zero, pois, a base é composta apenas por varidveis de folga cujo custos
originais s8o iguais a zero.

(d) Das equagoes dadas, identifique ¢l B~?.
Da mesma forma que na questdo 1, ctBB_1 sdo os custos reduzidos das variadveis de folga, a saber,

zZ3 — 23 0
Z4 —Cq4 = b
25 —Cy = 0

Agora suponha que a > 0,b < 0e ¢,d,e > 0. Pede-se :

(e) Estamos no étimo ?
N&o estamos mais no 6timo, pois, a >0 faz com que a variavel n&o-bdsica zp seja candidata a entrar
na base
(f) Dé uma diregao extrema.
Olhando nas equagdes basicas e agregando as linhas das varidveis béasicas temos

r1 =cH+2x9 — lay
To =0+ 29+ 0x4
r3 =d+ lzeg — 214
Ty =0+0x0+ 1y
r5 =e+ 0xy — 324

z =f—axy—bxy

Logo, se x3 ao crescer com o valor de xy nenhuma varidvel basica decresce, assim temos solugdo

ilimitada e temos que a direcdo simplex dada por ys é uma diregdo extrema. Ou seja,

O O~ =N



(g) Seja a =3 e f = —8. Dé uma solucao factivel com z = —200.

Queremos sair do ponto (z1,%2,%3,%4,75)" = (c,0,d,0,¢e)'! e andando na diregio extrema d = (2,1,1,0,0)
encontrar um ponto factivel que nos dé z = —200. Ou seja,

z = f—axe=—-200 ou seja,

z = —8—3x2=—-200 o que nos da

o = 64

Substituindo zy = 64 nas equagdes basicas escritas s6 em termos de 2 temos

r1 =cH+2x=c+ 128
T3 =d+1lres =d+ 64

r5 =e+0xy=c¢

Portanto, o ponto factivel que nos dd o valor de z = —200 é dado por

x = (z1,29,73,74,75)" = (c+ 128,64,d + 64,0, ¢)’

Questao 3: Considere o problema abaixo:

Minimize 2z =1x1+ o
sujeito a
—x1+3x2 >3
3r1 — X9 >3
T, + T2 >3
T, T >0

Pede-se:
(A) Resolva-o geometricamente.

T2

/

A solugdo geometricamente indica o ponto 6timo em z* = (1.5,1.5)" com z* = 3.
(B) Que tipo de solugdo temos?

Note que o ponto z* = (1.5,1.5)" é um ponto degenerado. Além disso, temos solugdes alternativas, pois,




a reta da fungdo-objetivo é a mesma reta associada com a restrigdo x;+z2 >3, logo, temos solugdes
alternativas. Ou seja, had mudancas de base, mas, o ponto continua o mesmo.

(C) Aplique o Método das 2 Fases e encontre a solugdo 6tima.
Antes de aplicar o M2F quero lembrar que disse varias vezes em sala de aula que caso o problema que
fossé@mos trabalhar estivesse em duas dimensdes entdo poderiamos nos valer da informagdo visual para
facilitar nossa tarefa com o Método Simplex. Ou seja, poderiamos escolher a varidvel que entra na
base como aquela que nos leva a um caminho menor até o ponto 6timo ou eliminar restrigdes redundantes
que ndo afetam a resolugdo do problema. Esta quest8o é perfeita para usarmos a informagdo que nos
vem do grdfico do politopo. Repare que a restrig8o z;+z2 >0 é redundante e mais ainda, gera um
ponto degenerado o que poderia nos levar a fazer contas desnecssarias, pois, continuariamos no mesmo
ponto. Assim sendo, o problema que vamos trabalhar torna-se

Minimize 2z =1+ Z2
sujeito a
—x1+3x2 >3
3r1 — X9 >3
21, T2 >0

Colocando-o na forma padrdo temos

Minimize 2z =21+ 3+ 0x3+ Oxy4
sujeito a
—x1 4+ 312 — 73
31 — X9 — T4 =3

T1,T2,X3,T4

Como o problema n3o tem uma base trivial (i.e., aquela formada pelas varidveis de folga) somos
obrigado a fazer uso das variaveis artificiais. Na primeira fase do M2F criamos uma fung&o-objetivo
artificial que é a soma das varidveis artifciais

Minimize Za = T5 + T
sujeito a
—x1 4+ 312 — 23+ x5
3r1 — w2 —x4+26 =3

T1,T2,T3,T4,T5,T6 20

onde 75 e g s&o varidveis artificiais. As equagles bdasicas da Fase 1 s&o

r5s =3+x1 — 39+ 3
Tg =3—3x1+ 20+ 14
Za =I5+ Tg

N&o podemos comegar com o Método Simplex ainda,pois, a equaglo da funcdo-objetivo artifical ainda
contém varidveis béasicas. Apés eliminar as varidveis basicas na equagdo de z, temos as seguintes
equagdes basicas

r5s =3+ T —3r2+ 3
Tg =3—3x1+ 20+ 24

2 =6—2x1 — 229+ a3+ 24



Como queremos minimizar z,, vemos que temos duas candidatas a entrarem na base, z; e z2. Escolho
z1. 0 teste da razdo nos da que a variavel bésica xg sai da base. Ap~“os os cdlculos de se isolar

z1 no lugar de zg e substituigdo deste resultado nas demais equagdes, temos

— 1+ 2y + 05 + = .
ry = 3902 T3 3334 3566
4 5 +x3 + ! L
T =4 — - x —X4 — T
5 3 2 3 3 4 3 6
R PR P
Za — 31‘2 T3 3374 31‘6

Ainda com a intengdode minimizar z, entramos com a varidvel n&o-basica xy. Apbés o teste da razdo

descobrimos que a variavel basica x5 sai da base. Apds os cdlculos de isolar z2 no lugar de z5 e

substituir na demais equagdes temos

3 1 9 1 9

T =§+§$3+ﬂ$4—§$5—ﬂ$6
3,3 1 3 1
Ty = -+ <ST3+5T4— ST5 — ST
2 T g TRttt g g

Za :0+0I3+0I4+SE5+I6

E, chegamos ao fim da fim da Fase I com todas as varidveis artificiais fora da base. Agora, vamos

iniciar a fase II, para isto precisamos trocar a func8o-objetivo artificial pela fung&do-objetivo do
problema original e atualizd-la de acordo com a base obtida na Fase I.E, vamos eliminar as varidveis

artificiais das equagdes basicas.

319
T g TRt T gyt
3.3, 1
Ty = -+ <23+ -2
2 T g TgmaTg
1 1
z =r1+T2=3+ T3+ 14

2 2
Como o problema é de minimizagdo, ndo existe variadvel n8o-bdsica que possa entrar na base e melhorar

ainda mais o valor da fungdo-objetivo. Logo, estamos no 6timo.
Para obter a solugdo completa precisamos voltar aquela restrigdo ao problema e calcular o valor

de sua folga, ou seja,
1+ o 23

T1+x9—2x5 =3

ou ainda, a dltima equacéo bascia seria

1 1
Z6 :—3+w1+x2:—3+3+§x3+§x4=0
Portanto, a solugdo é dada por z* = (x1,Z2,%3,%4,T5,T6)" ::(%,%,0,0,0Y

(D) Que informagdes vocé tira das equagdes bdsicas que indicam o tipo de solugdo encontrada geometricame
é, olhando nas equagdes basicas como vocé& sabe que o tipo de solugdo obtida é do tipo da encontrada

geometricamente. Explique.

Como o problema completo tem trés restrigdes temos 3 variaveis basicas, mas, uma delas é zero,

0 que caracteriza a solugdo degenerada.

Pontuacgao:

Item la 1b 1c 1d 1le 1f 1g
Pontos 2 1 1 1 2 3 3 3 2 1

lh 2a 2b 2c¢ 2d 2e¢ 2f 2g 3a 3b 3c 3d
3 3 1 3 3 4 2 4 2



