MS428 - PROVA 03 - 02/12/2010

Prof. Moretti - ’ Respostas sem justificativas ndo serdo consideradas para corre¢ao

Nome: RA:

Questao 1: Uma fabrica produz 4 produtos denotados por x1, 2,23 e x4. Cada produto é processado em
dois setores (tem que passar pelos dois setores). Os tempos de processamentos (em horas por unidade produzida)
sao dados na tabela abaixo:

X T2 I3 Ty
Setorl 3 4 8 6
Setor2 6 2 5 8

Cada setor tem 400 horas disponiveis de trabalho. Os lucros unitarios sao 4,6,10 e 9 reais por unidade de z1,
Zo,x3 € x4 produzida, respectivamente. Tudo que for produzido serd vendido. O gerente fez a disciplina MS428 com
o professor Moretti e escreveu um modelo matemético que resolveu a méao e obteve a seguinte solucao étima:

o =100 — %xl — 2x3 — %:C4 — ix5
Te =200 — %.Z‘l — I3 — 5£E4 + %Ig,
z =600 — %xl —2x3 — Oy — %x5

(A) Que tipo de solugao ele obteve? Justifique a resposta.

Conforme podemos observar n alinha da fung&do-objetivo, a varidvel ndo-basica x4 tem custo reduzido
24 —cg =0 indicando que temos solugdo 6tima alternativa

(B) Qual é o problema original?

Modelando o problema temos::

Max 2z =4z + 6x9 + 1023 + 914
sujeito a

3x1 + 4xo + 8x3 + 624 < 400

6x1 + 222 + 53 + 84 < 400

T1,T2,T3,T4 > 0

(C) Dé a matriz bésica B da base das equagdes bésicas acima.

4 0
A base 6tima B é dada pelas colunas as e ag. 0lhando no modelo do item (B) temos que B = ( 9 1 >
(D) Dé a inversa da matriz basica, isto é, B~! das equagdes basicas acima.

Como visto exaustivamente em sala de aula, a i-ésima coluna de B~! sai da i-ésima variavel de
folga atualizada de acordo com a base atual, ou seja, ¥Ys € Ys:

1
0
|
(E) Dé a solugao dual 6tima completa (isto é, originais + folgas).

A solugdo dual associada & solugdo primal descrita nas equagles basicas acima, estd relacionada
com os custos reduzidos das variaveis primais. OQOu seja,

1
21—01:w3:§
22—02:104:0



Z3—CgZW5:2

24—04:’11}6:0

Z5 — Cy = W1 =

oMW

26 — Cg — W2 =

Como vocés podem perceber temos solugdo dual degenerada, mas, isto ja era esperado, pois, o primal
tem solucgéo alternativa.

(F) Quantas unidades dos produtos 1,2,3 e 4 serdo produzidas de tal maneira a maximizar o lucro?
A solugdo primal é dada por = = (x1,%2,3,74,%5,76¢)" = (0,100,0,0,0,200)

(G) Assuma que, por um erro de um operdrio, foram produzidas 20 unidades do produto 3. Qual seria o custo
deste erro?

A solugdo 6tima diz que n8o devemos produzir o produto 3. A linha da func&o-objetivo nos diz z =
600—%961—2903—0364—%905, logo, caso o produto seja produzido o seu custo reduzido z3—c3 =2 indica
que cada unidade do produto 3 produzida nos d& um custo de 2 unidades, logo, o prejuizo seria de 20X

2 =40.
(H) Em qual intervalo o lucro unitario do produto 1 pode variar sem que a base dada acima deixe de ser étima?

Como x; é ndo-basica temos que seu novo lucro tem que ser da forma 4+A, pois, se com lucro igual
a 4, x; n8o entrou na base 6tima, com c¢; <4, ele ndo entraria na base também. Logo, temos que analisar
a situagdo 4+A. Como z; é ndo-bdsico temos apenas que calcular como ficaria seu novo custo reduzido
e calcular para quais valores de A o custo reduzido z1—c¢| continue satisfazendo o critério de otimalidade.
Isto &
1

1
2170/1:2,'17014*6176/1:(Zlfcl)+(clfclfﬁ):5+4*4*A:§7A
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Queremos que 5 — A >=0, ou A < 3.
(I) Em qual intervalo o lucro unitério do produto 2 pode variar sem que a base dada acima deixe de ser 6tima?

Este caso é mais complicado, pois, envolve uma varidvel bdsica. Ao mexer no custo riginal de uma
varidvel basica podemos provocar alteragdes nos custos reduzidos das varidveis n&8o-basicas. Quando
co =6 & alterado para 6 £ A isto reflete nas equagdes bdsicas, pois, as equagdes bédsicas atuais
refletem o trabalho que foi feito para zerar o custo reduzido da variavel n&o-basica, isto &, zerar
o custo cp =6. Logo, se cy for alterado para 0’2 = co+/\, havera uma sobra de A no custo reduzido
de xy.

Vamos analisar quando ¢4, = ¢2 + /. Como s6 queremos saber se a solugfo continua Stima ou n#o,
trabalhamos apenas com a linha da fung&o-objetivo, ou seja, z = 600—%1’1—2:63—(:@4—%565 é alterada
para z = 600 — %xl + Axg — 223 — 0y — %xg, como a linha da varidvel z, é igual a x9 = 100 — %xl —2x3 —

%x4 - i.’tg,, temos que ao sustituir a equagdo de z na linha da fung&o-objetivo obtemos

3A 1 3N 1A 3
2= (600 +100A) — (= + 5)o1 — (24 +2)as — -wa — (= +5)7s

Como queremos que todos os custos reduzidos das varidveis n#o-béasicas sejam " > (0”,pois, o problema
é de maximizagdo, temos

3A 1 2
°= 4 A>_Z
P Ty 7Y TeETy
2A4+2 >0 =>A>-1

% >0 =A>0
1A

3
—ty 20 =426



Cuja interseg8o é A >0. Ou seja, podemos aumentar ¢y quanto quisermos e a base atual permanecerd
6tima. E, n8o podemos decrescer cp em nenhuma unidade.
(J) Em qual intervalo a capacidade do Setor 1 pode variar sem que a base dada acima deixe de ser étima?

Se a capacidade do setor for alterada de b; =400 para b} =400+ A teremos de calcular B~ !B’ e
garantir que seja n&o-negativo. Logo,

L0 400 + A
—137
(1) (M )20

. 100 + 52
ou seja, (2003&)20

Assim sendo, se /\ estiver no intervalo —400 < A <400 a base atual permanecera 6tima. Ou ainda,
se a capacidade do Setor 1 estiver no intervalo [0,800] a base atual n&o muda.

(K) Um diretor da fabrica estd considerando a produgdo de um novo produto que vai necessitar de 2 horas no
Setor 1 e 10 horas no Setor 2. O diretor pediu ao nosso colega que calculasse o lucro minimo deste novo produto
para que valha a pena produzi-lo. Que resposta ele deu ao diretor?

Se o produto 5 for produzido, ele competird por recursos com os outros produtos. Logo, ao se produzir
uma unidade do produto 5, ele tira 2 unidades do recurso 1 (isto é, capacidade do setor 1) e tira
10 unidades do recurso 2. Como cada unidade a menos na quantidade disponivel do Setor 1 provoca uma
diminuigdo de w; unidades no valor da fungdo-objetivo e cada unidade a menos na quantidade disponivel
do Setor 2 provoca wp unidades a menos no valor da fung8o-objetivo, temos que o custo de se produzir
1 unidade do produto 5 é 2w;+ 10wz =2*1.5+0%10=3. Portanto, o lucro do produto 5 tem que ser
maior ou igual a 3, senfo a empresa tem prejuizo.

Questao 2: Considere o seguinte problema

Maximize z=cz
sujeito a
Az = b
by < Aoz < by
L<z<U

(A) Escreva o dual do problema acima.

Vamos quebrar as canalizagdes em dois blocos de restrigdes e vamos associar a cada bloco uma variavel
dual representando aquele bloco

Maximize z=clz
sujeito a
Az =b — (wy)
Aoz <by  — (wh)
—Agx < —by  — (w)
—z<—-L — (ws)
x<U — (wy)
r livre

Portanto, o dual serad dado por

—t
Min zg = blw; + +bbwh — bywl — L'ws + Utwy
sujeito a
Alwy + Abwh — Abwl — Tws + Twy = ¢

wy livre



wy >0
w3 =2
Wy
(B) Escreva as condigoes de KKT.
(Primal Factibilidade)
All' = bl — (wl)
At <by  — (wh)
—Agl‘ S —b2 e (wg)
—z<—-L — (ws)
x<U — (wy)

(Dual Factibilidade)

Alwy + Abwl — ASwl — Tws + Twy = ¢
wy livre
wh >0
wy >0
w3 > 0
wy >0

(Folgas Complementares)

(be — Agz)wh =0
(=ba + Asz)wlh =0
(=L + z)wz =0
(U—-2)wy =0

Questao 3: Considere o problema abaixo

maximize 2z = 8x1 + dxo
sujeito a1+ 72 <6
921 + dx2 < 45
T1,29 >0

T1, X2 inteiros
A solugao étima do problema relaxado é

xTo =12
15 5
I = T —+ ng — Zx4



(A) Construa o corte de Gomory em cima da equagao bésica de ;.

Para gerar o corte de Gomory usnado a equagdo da varidbel basica x;, devemos primeiro reescrever
a equagdo no formato

r1 — 1.25x3 + 0.25z,4 = 3.75

Logo,

Yo3 = —125= I3 =—-2 e Fy3=—1.25— (—2) =0.75

Youa = 025 = I4 =0 e Fyy =0.25

E, o Corte de Gomory é dado por
Fy — Fogxg — Fogxy < 0= 0.75—0.7523 — 0.2524 <0
Ou ainda,
3xz +x4 >3
(B) Plote o corte encontrado no espago (1, x2).
No espago (z1,2z2) a inequagio torna-se
3xs + x4 =3(6—21 —x2) + (45 — 921 — H22) > 3
Ou,

3x1 + 225 <15

(C) Introduza o corte encontrado em (A) e usando o Método Dual Simplex encontre a nova solu¢ao étima.

Vamos introduzir o corte 3x3+x4 > 3 nas equagdes basicas. O0Ou seja, adicionamos a equagdo 3z3+
T4 — 25 = 3 nas equagdes bésicas

_9 9 1
T2 —1—11'34'1%4
1 5 1
X1 :T+ZI371I4
x5 =-3+3r3+ 24
__ 165 _ 5

3
=71 Tat3T gl
Como, ao se inserir uma nova restrigdo, a primal otimalidade n&o é afetada, vamos restaurar a primal
factibilidade perdida através do Método Dual Simplex. A variavel que sai da base é a variavel zs,
a variavel que entra na base é dada pelo
5/4 3/4

argmin{—?,—T} =3 = a variavel z3 entra na base

Portanto, inserindo r3 e retirando x5 da base temos as seguintes equagles basicas

xTo :0+I47%Z‘5

1 :5—%$4+%$5
T3 :1—%1'4—}—%.’)35
z :40—%:104—%:55

(D) A solugao encontrada em (C) é étima do problema original (com as restrigoes de integralidade)? Justifique
a resposta.



Olhando nas equagdes basicas do item (C), concluimos que estamos no 6timo do problema relaxado.
Como o 6timo do problema relaxado é inteiro ent&o estamos no 6timo do problema original.

Questéo 4: Mostre que se o problema Min c'z sujeito a Az =b,z >0 tem uma solugio 6tima finita
entao o novo problema Min c'z sujeito a Ax = b,x > 0 nfo pode ser ilimitado independentemente do
valor que o vetor b possa assumir.

Considere o seguinte problema

Min 2z, =c'z
sujeito a
Ax =10

x>0

Suponha que a solugdo deste problema seja ilimitada. Logo, o dual dele e infactivel, isto é,

—t
Max zg=bw

sujeito a
Atw <e¢

w livre

é infactivel. Assim sendo, o problema

Max z4 = blw
sujeito a
Atw < ¢

w livre

também serd infactivel. Mas, o dual do problema acima ou é ilimitado ou é infactivel. Mas, o
dual do problema acima é

: _ it

Min 2z, =c'z
sujeito a

Axr=b

x>0

que é o problema original que é dito ter solugdo 6tima finita. Portanto, temos uma contradigdo
e concluimos que o dual do problema original n#o pode ser ilimitado nfo importa com que b.
Pontuacgao:

Questdo 1A 1B 1C 1D 1E 1F 16 1H 1I 1J 1K 2A 2B 3A 3B 3C 3D 4
Pontos 1 3 1 2 2 1 2 3 3 3 3 7 5 5 2 6 1 12



